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La presente obra intitulada “ Ejercicios y Problemas de Ecuaciones 
Diferenciales Ordinarias Solucionario ” del libro de Makarenko y otros autores, en su 
3ra. Edición, se ha revisado cuidadosamente y ampliado, abarcando los conceptos 
fundamentales, las ecuaciones diferenciales de primer orden y primer grado, así como 
sus aplicaciones, las ecuaciones diferenciales lineales de orden n homogénea y no 
homogéneas, las ecuaciones diferenciales de Euler, las ecuaciones diferenciales lineales 
de coeficientes variables, solución de ecuaciones diferenciales por series de potencias, 
sistemas de ecuaciones diferenciales, solución de ecuaciones diferenciales lineales por 
medio de Transformada de Laplace, sistemas de ecuaciones diferenciales resueltas por 


medio de Transformada de Laplace. 


El objetivo fundamental de la presente obra es servir en la formación de los 
futuros profesionales en las áreas de ciencia e ingeniería, tanto en los aspectos 


científicos, como técnicos relacionadas con la impresión. 


Deseo expresar mi más profundo agradecimiento a mis colegas del área de 
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Pedro Contreras Chamorro, quien en todo momento está contribuyendo en mis trabajos, 


a fin que el beneficiado sea el estudiantado. 


Agradezco por anticipado la acogida que ustedes brindan a cada una de mis 
publicaciones, las que emanan del deseo de que encuentren en ellas una ayuda para su 
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(CONCEPTOS -FUNDAMENTALE 





Una ecuación diferencial es aquella que relaciona la variable independiente x, la función 


incógnita y = у(х) y sus derivadas; ў", ү"... у): es decir: es una ecuación de la 
forma. 


EA у'"!)=0 





51 la función incógnita y = у(х) depende de una sola variable independiente x, la 
ecuación diferencial se llama ecuación diferencial ordinaria. 


El orden de una ecuación diferencial es el de la derivada de mayor orden que figura en 
la ecuación. 


Se llama solución de la ecuación diferencial a una función y = y(x), determinada en el 
intervalo (a, b), junto con sus derivadas sucesivas hasta el orden n inclusive tal que al 


hacer la sustitución y = ұ(х) en la ecuación diferencial, esta se convierte еп una 
identidad con respecto a x en el intervalo (а, b). 


La gráfica de una solución de la ecuación diferencial se denomina curva integral de la 
ecuación. 


La forma general de una ecuación de primer orden es: 





se» (11) 


Si en la ecuación (1) es posible despejar у!, «resulta; 


0 


Que representa una ecuación de primer orden, resuelta con respecto a la derivada. 


Verificar, en los ejercicios que se dan a continuación, que las funciones dadas son 


soluciones de las ecuaciones diferenciales indicadas. 


11.- 


13.- 














senx Я 

у= , Xy'+y = cosx 
Solución 

sen x |) XCOSX—SENX 2 

у= e Т: reemplazando en la ecuación dada. 
х 
4 хсовх- 5еп х ѕепх х? совх-хзепх ѕепх 
УТЕ ҒА ж Жа лю ++ ч 
х х х х 


ѕепх зепх 
+ —— 





= С05х – =созл 
2. ху'+у = соѕх 
Ёс -2x + ' * gA 
y=ce “+—, y'+2y=e 
Solución 


5 


4 
” е 5 е 54 
y=ce Px ОР > у"--2се > "ү reemplazando еп la ecuación dada. 


ужу = 2007 26е +25 же! 
ло у+ч2у=е* 
y=2+0V1-x?, (1-1?)y+xy =2x 
Solución 








сх 





1—х?)у'+ху (12? Тэр (жй). 
CARA 21?) = dit 1-х2сх+2х 





41-х 
(1-х?)у+ху =2х 


PENE yy'=x-2x? 








Solución 
2 2 
(М 125 


nda 


2 


1—х 
yy =x-2x? 
зр, уу'= ytg(ln y) 
Solución 
y= е?їзепсх >y= сезісзепсх 
l- (cx) 
arcsen cx 


жуга 


ху == === {р(1п y) 
= =tguny).y 
Vl- (сх)? 41- (cx)? 


ху!» y tg(ln y) donde: sen (Iny)=cx = пу = агс.ѕепсх > уз” Өс 


хс 


Л = (хс)? 


tgn y) = 


Solución 


Ж 2 ЖЕТ т 2 
уе" e' й+се* > y=e*| e" dt+e*.e* +ce* , reemplazando 
п 0 


х 1 2 A 3 2 
y=y=e*| е di +e*.e” -+ce* -1, e" di-ce* =e*.e* 
а 


х? 


y-y=e" 





х sent : 
у=х Е di, ху'= у+хѕепх 
0 


Solución 











х sen! x sen! sen x “sent 
y=x => ye di+x Ч| —— dl +sen x 
0o tr OE х 97 


х sent х sent 
! 
ху -х( өза 
0 0 


ху'= у+хѕепх 





dt + х ѕепх 


v=x |dato), ху-у-хе" 
х 


Solución 


е” e* 7 
у= xf —— dx+c)> y'= ! 5 dx+c+e* , reemplazando en la ecuación dada. 
х х 


e* e* 
ху'-у =х([“—ас+х+е*у-х(] Lar+o) 
J х х 
=х[|*—ас+хс+хе” -xf ax -xc = xe" 
x х 


xy'-y =xe* 


20.- 


21.- 


x= cosi | 





х+уу'=0 
у = sen й , уу 
Solución 
уа Уй) сов! 22 сов! 
У x'(t) sen £ 2 sen! 


> costi 
хуу! cosi +sent(- ——) = cost -cost -0 
sen z 


x+yy'=0 
-ге! › 
y (жхууужуг-0 
y = 
Solución 
“уа REN 
=== > y'= —————, reemplazando еп la ecuación 





i PU У ' 
х € +e е (1+1) 


re? лай е 0 





(1+ ху)у+у2 = (1+г)( 
е' (1+1) 


(1 +ху)у+у? -0 


Хо esl) 
у= е7") ТАБ О 
Solución 
| O) 
_ „arctg(r) A 
| ийж, | жЕ. 
| у= есі!) е8!) 
У, = === 
1+1 





y Hs tan > y'=-e анд 
x} 
y+g'=e arcta(r) qe IA а агсір(г) 28 
у%ху-0 
х y 
22.- л ‚ y In—==4x 
у-г-(21пі 3:1) 4 
Solución 
x=tlnt => хі =Int+1 
у=?(21пї+1) > y! =21(21n1+1)+21 =41(In1+1) 
і 
ts 4t(Inr+1) зона ИЙН 
х! іп!--1 
» 44 
'In& = 41 In(—) = 41 lnt = 4х 
ушу Ст 
y! 
Чп---4х 
” 4 
х = |n(+sen! | А 
23.- x = ln y™ sen y 


у = (1+ ѕепг) + созг]” 


Solución 





141081 


Ti 
x= Int + sent = x} = – +С05/ = 
1 І 


y =1(1+sen1)+cost => y! =1+sent+1c0s1 -sent =1+1c081 


arciglr) ын 0 


¿Y 1--1 сов! 
у= = US 


І 
Іп y'+sen у!-іпі-вбепі-х 


х = 1п у'+ зеп у' 


x = 1+ агсѕепі 


2 ' А 
f ‚ х= у агсѕеп 
утау 2 Р 


Solución 




















1 
(1+ ) 
| | 2 
y= ALMA ызу 97 еар 
х! 1 
2 1+ 


у'+ агсвеп y'= t + агсѕепг = х 


х = у'+ агсѕеп у' 


х=? +е! 
2 ы 
243 Уе) -х 
PF +(1-De' 


Solución 























2 А 
=“ + 28.- 
Ч : : хі -2146! 
21 i = «у 22 r pe ; 
ушер е y (1) =21* же +(1—1)е =1(21+e') 
| r 
t 
с ИЙ), хийг 
х 2146 
у?+еЎ -і хє =х 
. ,2 » = 
„у +e х 29.- 
Verificar que las funciones dadas son las soluciones generales de las ecuaciones 
diferenciales indicadas. 
26.- y= , y-tgx.y=0 
cosx 
Solución 
= => y'=csecx.tgx, reemplazando еп la ecuación 
cosx 
y'-tgx.y =csecx.tgx-tgx. = c.sec x.tgx—csecx.tgx = 0 
совх 30.- 
хо y—tgx.y=0 
1 ЖС: 
27.- y=- ‚ У-3у 
3х+с 
Solución 
1 - 3 
y =- = 5 
3х+с (3х+с)* 
5 3 1 31 
уж “Y = 0-0) =3y 











y=In(c+e*), y=e*? 
Solución 
2 
шин х 3 
y=In(c+e*)> y'= тэ además y=In(c+e*)>c+e*=e” 
с+е 
х х 
ус е Қа Тежеу сау шә үс 
ске” e) 


у-ҰУхі-сх, (x? + y? )йх-2худу-0 
Solución 


Y DE 
шан 


уз la > dy = 
2У/х2-сх 


(2x - с)ах —2-{х? -схау -0, de donde (2х? -хс)4х-2хуау - 0 


(х? -xc +x’ )dx -2xy dy =0 entonces (y? +x?)dx —2xydy =0 
y =x(c-Inlx)), (x-y)dx+xdy=0 
Solución 
у= х(с-1ЦХ) БОРЦ (с-Шх))ах -dx 
хау-х(с-ііх)4х-х dx, como у = х(с-1ц}х|) entonces: 
xdy =ydx-xdx = (x-yldx+xdy=0 


i J 


ханша = а 
4 x(In x —In y) 


Solución 





(Comprobar si las relaciones dadas son integrales de las ecuaciones diferenciales 


E су+1 £, сз ы 
PENA => 10105071 ын y a ар: indicadas o no lo son (c = constante). 


33) е 7—-сх=1, ху+1=е? 





х = уе®*! = еі з 
y 
Solución 
х= уе?" > 1= уе"! +eye?" y =e%(1+cy)y" => (nx у)у 228. 
y Ia эс derivando 
1=2 (Inx-In y)y" entonces: у= A 
22 х(1п x —1п y) ДР 7 
-----------0 > -xe *y-e ”+1=0 


32) x=ylncy, y'(x+y)=y А 
ху'+1-е? = 0 > ху'+1=е” 





Solución 
x е? й 3 
х= уіпсу > —=Incy > —— = с, derivando se tiene: pe Ян 
y М) y ==; ху'ау+у'йх=— 
Ха x х 
ГУ Аны 20-27 
ЖИ А жен Solución 
+ =0 simplificando --уУ-0-» у-ху-уу-0 
7 4 y? SER р > х3у3-х2-с, diferenciando se tiene: 
2 (х+ y)y'= y ж- 4 юэ A 


2dx 


La relación q(x, y, с) = 0 que se obtiene en forma implícita determina la solución 
Зх? y dx +3x?y?dy-2xdx=0 => y dx+x? y dy == 
у 


general que se llama integral general de la ecuación diferencial de primer orden. 


La relación que se obtiene en la integral general al atribuir a la constante c un valor L ч шил E 
determinado, se llama integral particular de la ecuación diferencial. чево по сз Integral фр ecuación, 
El problema de resolución o de integración de una ecuación diferencial consiste en 
hallar la solución general o la integral de la ecuación diferencial considerada, si además, 
se ha dado alguna condición inicial, se pide también hallar la solución particular o la 


35) x? —4x?y+2xy?-y?=0, (3х2 -8xy+2y? Jade -(4x? -4xy +3y?)dy =0 


integral particular que satisface a la condición inicial considerada. Solución 
Como geométricamente las coordenadas x e y son equipotentes, además de la ecuación x3 —4y? y+2 ху? А у? се асл 





= = f(x, y) se considera también la ecuación L = | 
к Лу) 3х?ах—8хуйх-4х?ду+2у?ах+4хуау—3у?ау=0 


10 www.elsolutionario.net 11 





36) 


37) 


12 


(3х2 —8ху +2у?)ах —(4x? —4xy+ 3y? )dy =0 
Si es integral de la ecuación diferencial. 
у? +2сх= с?, уу? +2ху'= х +1 

Solución 


y? %2сх-с? > c=xtyx? +у? derivando se tiene: 


с=т= > ++ y = +H(x+ yy") 
g y? 


хау? ж +2хуу'+у?у? detonde y? =2хуу'+у?у? зе; у=2ху'+уу? 


No es integral de la ecuación diferencial. 


arctg2 (сух? +y?)=0, (x+ y)dx—(x- y)dy =0 
х 


Solución 


, A + 
агсір а сүх? + y? =0, diferenciando se tiene: 
X 


хау — ydx 


“ жз de AAA 4 = 0, simplificando 


a ЯҒЫ +y? сух? тү» 
х? 


хау- ydx хах + уду 


2 2 


= 0 де donde хау – ydx – хах – уду = 0 
124 y? х°+у 


(x— у)ду-(х+ y)dx=0 entonces (х-ужх-(х-у)ау-0 


бі es integral de la ecuación diferencial. 





38) 


39) 


x=], епі, y=xy'+y? sen x? 
Solución 


A х 
x=] беп? = [ sen{?dt =>, de donde 
“ 0 y 


j k 
x -3|, sentidt > l= yf зеп г?@ + y sen x? , reemplazando se tiene: 
а. 2 EN “АО 2 
l=y—+ysenx" > у-хутчу” senx 
J: 


Si es integral de la ecuación diferencial. 


x 
2) Sd = ушу, хучхіпу-хвепхеуіпу 








Solución 
1255, Ж [кин y In y 
{= = ш" 
ХХ 1 Уос? le. 44 í 2 


сх sen! * sen! y я : 
x| ——dt=ylny=>| —— dt+sen x = v'In y+ y', reemplazando se tiene: 
ОЯ о 1 





УШУ A у т» у1пу+хвепх = х(1п у+1)у' 
Ж 


Мо es integral de la ecuación diferencial. 








CON VARIABLE SEPARABLE Y 
REDUCIBLES A ELLAS 


ECUACIONES 
ECUACIONES 





Si en una ecuación diferencial ordinaria de primer orden y primer grado Ж = g(x, y) 
х 


М(х)ах + м(уу -0 


donde М es una función solo de x, у М es una función sola de y, а esta ecuación sé 
conoce con el nombre de “Ecuación Diferencial Ordinaria de Variable Separable” y la 
solución general se obtiene por integración directa, es decir: 


Donde c es una constante cualquiera. 


se reduce a la forma: 


La ecuación diferencial de la forma: 


dy = flax+by+c) 
dx 


donde a, b, c son constantes, se reduce a una ecuación con variable separable haciendo 
la sustitución 2 = ax + by + с. 


Integrar las ecuaciones: 
81) (1+y°)dx+(1+x°)dy=0 
Solución 


(1+ у2)ах+ (1+ х2)4у -0, separando la variable 


dx dy 
Жас 
Ї ЭХЭ Y 








zo integrando 
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dx dy 
m Шүүс =C = агсір х +агсіру =c 


x + y =c(1- xy) 
Nota.- tg(4+B)= де» 
1-ір 4.tg 8 
82) (1+ y?)dx + xy dy =0 
Solución 


(1+ у? )ах + ху dy = 0. Separando la variable. 





ах d 
fl У Б = 0 integrando ——. у?) = к 
х 1+у 2 


21nx+In(1+y?)=2k де donde Inx?(1+ y?) =2k => х(1+ у?) =c 


83) (у? +ху2)у+х? -ух? -0 


Solución 
(у? + xy?) yi+x? -ух? =0, agrupando 


dy 


y? (1 ж) (1-у) = 0. Separando la variable. 


2 2 
y йу х dx 
Пу 











2 2 
йу pxódx 
Ж “¡E = с. De donde se tiene: 


1:-17 l+x 


бчуус-у-анам .с ` 
1-у 


ionario.net 15 


= 0, integrando: | 





84) (1+ у?)ах=хау 
Solución 


(1+ ye )dx = х dy separando las variables 


= = = , Integrando Іп xk = arctg y 
= tg(In(loc)) 
8%) «үзу! жуух! =0 
Solución 


хүї+ y? +y lixa 2 = 0. Separando las variables. 


d 
хах | уф 


Уї+х? (еу? 


2 +f уу (Ге ы E 
= с ае donde Yl+x* +ї+ў* =c 
Jisa уг y 


86) | х/1-у фсжуу1-х 4-0, 1,0 =! 








=0, integrando 








Solución 
хү! - y’ dx +yyl-x? dy =0, separando las variables 














xdx тэ =+) ydy 


1-х” ү1-у! ү1- y? 
dé donde, 41-х2 +үї-—у? =k, para x=0,y=1 


=0, integrando 122 


87) 


88) 





УЕСТТҮТТІ шүдээ» | 
ЭЖЕ 





e? (1+y)=1 
Solución 
e *(l+y)=1 > l+y=e% => y'= –1 


d 
2- = е^ -1, separando las variables, Э 


е Уау 
Е: = [а+е => ! кер ым 
е! —1 l-e” 


In1-e Y)=x+k > 1-е У =е?** =е*е 





=dx , integrando se tiene: 








x 


ез =с(1-е ?) 
уіпуйхғхау-0, ші 
Solución 


y In y dx + x dy = 0, separando las variables 


d D 


=k => Іпх-іпіпу)-Ж => 
х уіпу 








=0, integrando [= =+ 1-2 
y In y 


In(xin(y)=k => xiny=c dedonde іІпу-- > у=е* 
Ы х 


рша х=1, у=1 > 1=е > с-0 
хіпу=0 = Шшу=0 = у=1 


17 


89) 


90) 


91) 


18 


92 
у-а””?(а>0, аж1) ) 
Solución 
d 
татса а) separando las variables 
аду =а"ах => а*ах-а ?ау-0 integrando faar- ja? dy = 
„а^ +а >? =с 
е” (1+ х?)аду—2х(1+е” )dx = 0 
Solución 
93) 


е? (1+x? My -2x(1+e*)dx=0. Separando las variables. 





























"dy 2х4 ed 2x dx 
a с, = 0, integrando | л 7 = К, de donde: 
[Кы рт" КЕ” ЧҮ 
In(1+e”)-In(1+x?)=k 
1+е? 1-67 
1п 2 = = С 
1+х l+x* 4 
1+е? = с(1+ х2) | 
(1+е*)уу'=е”, Уу =0 
Solución 
aq, ду ? 
(1+е т А , separando las variables 
ye "dy = ын integrando Pera = ЕЕ +c 
1+е* 1+е* 
Е 1+e* 
de donde (1+ y)e ” =1n( 3 )+l-x 


(1+ Хе dee” dy) -(1+ y)dy =0 
Solución 


(1+ ye? dx –е? dy)-(1 + y)dy = 0, separando 


; l+y 
еХах-е?ау- — dy = 0, integrando 
l+y 
y 


[е-е] Л 


2х 
= -e” -arctg y-lny1+ y? ЕС 


(ху? ye +x—1)dx+(x?y-2xy+ x? +2y-2x+2)dy =0 





dy=c 





Solución 
(ку —у? +х-—1)4х +(x?y-2xy +x? +2y-—2x+2)dy = 0, agrupando 
[у2(х —1)+(х—1)йх + [у(х -2x+2)+(x? -2x+2)ldy=0, factorizando 
(y? + (х – )ас+(у +1) —2х +2)ду =0, separando la variable 


—1)ах 1 ! 
LA ШЕ ду = 0, integrando 
х -2х+2 у^ +1 





(х-1)ах y+l 
а= 4: ж а СИЕ А 
Те 193-5 +1 ly de donde 


1 1 
ут +2х+2)+Щ(у° +1) + arctg y =k 


їп(х? -2x +2)? +1) =-Zarctg y +k > (x? —2х+2)(у? +1) -ег286вэ 5 
entonces: (х? –2х+2)(у2 +e? =c 
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94) 


95) 


20 


у' = sen(x— у) 96) 
Solución 


Sea z=x-y => Е " entonces TEE 
= y чы y А a 


Como y'= ѕеп(х – y) reemplazando se tiene: 
¡2 =senz => l-senz= 25 ‚ separando las variables: 
dx dx 


dz dz 
—=1-senz > 
dx 





= dx , integrando 
1-веп2 





dz 
| = [ас (бес: Zz+tgz.secz)dz=x+c entonces 
1—5еп 2 


tgz+secz=x+c =” tg(x— y) +sec(x— y) =x+c 
y'=ax+by+c,a,b,c constantes 97) 


Solución 


Sea z=ax+by+c > азу 

21 202 

y Қ) reemplazando еп y'=ax+by+c entonces 

ЗО орж: => 22.28 = A separando la variable 
b dx dx dx 


dz 
аб 





= dx integrando 1-55-| век. de donde 
a+bz 


—in(a+bz)=x + > In(a+bz)=bx+bk = a+bz=ce” 


л bax+by+c)+a=ce” 





(ху) у=а? 


Solución 


dz 7 
Sea 2=х+у => кеуш entonces: 


А епіопсеѕ 


а 
у-%- 1, reemplazando еп (х зур y'=a 
4 
г E —1) =а? separando las variables: 


3 





473 dz=dx integrando z-a. arctg(=) =x+k 
de tz. а 


simplificando х+у= алж(7- c) 
a 





2 
еу р 
(1-уҙе?у жее, 


Solución 


y? 


d 
(1- уҙе” на Бх арб 0 separando las variables 
хіпх 


(1- ye? 


dx - 
dy +——— = 0, integrando 
2 у ШТ 8 


х 


(1- ye? dx O De 
—Sdy+ | —— =c > – | ——— dx+1In(1 = 
f ў y = с [ E +1In(Inx)=c 


ыз 24 
-J 4—7) + In(in х) =c, de donde: ро 


е? 
In(In x) =— +c 
Y 
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98) 


100) 


22 























(1 y ar =(y 1 у? +A ay 2 ae 
E 5 жс-»2357у!-Зах!-ё 
Solución 
(1- y?)ax = (y -y/1+ y? 1+ х2) dy separando las variables 100) (х?у! +Ddx+2x*dy =0 
Solución 
dx paly v . 4 
AA 7% integrando x 
(1+х7)^ ага Sea 2-ху = у= 2 = е 
х X 
у= 22 3723 2 
[—= а = — = dy+c entonces (х“у” +Ddx+2x"dy =0 , reemplazando 
x 
jas q: сен Ий ey EE 28 3 0 > (2? +1)dx+2xdz -2zdz =0 
-edy + c 
Tey Ее 
we ¿tra 5, 28-88 2-0 integrando 
х ч ү!+ y? | гаи 
Ра =n — TE 
[ 2 | 2 
vl+x yY+yl+y i 1 
—1пх—- = 
2 , 2 - "шүү 
xy (xy +y)=a 
Solución 10) (4х7уЭул(ху-1 ху-0 
¿E Solución 
Sea z=x =í a: 
алыста ОФ == 3 
х х 4: 
Ее? 
Seaz=xy > y'= , reemplazando 
Сото xy“ (ху'+ у) = а“, reemplazando se tiene х? 
dz 
2Г 4 2 2.2 2 ж.” 
ЗЕН а, simplificando (1+2°)—+(2-1)°х( 7 ) = 0, simplificando 
ХЭ ах x 
z’dz=a°xdx, integrando se tiene: (1+22)2+ cy ши: 1)22=0 entonces 
www.elsolúicionario.net 23 





2117 
(z-1)?xd2+22* dx =0 ЕЭ эх 1) 
х т? 





dz=0 integrando 
1 1 
2юх+2-2п2—-—=К > -2lny=—-xy+k => 
Z xy 


Incy? Ey Y > су? =e7 "9 
xy 


102) (x?y? +y+x-2)dx+(x°y? +x)dy=0 





Solución 
dz 
x— -z 
Sea 2=ху > y= кы entonces 
х 


1? y? +y+1-2+ (ҚЗ +) -0 , reemplazando se tiene: 








dz 
2 2 Же: 
2 нета 5 )=0, simplificando 
хх x 
dz 
z 2 0 
a ахан ын )=0 entonces 
Х” X x 


(2? +) 52-2 =0 де donde (x-2)dx+(z° +1): = 0 


3 2 
: z x 
integrando ЖОО. -2Х-с 


3х? -12+2x*y? +бху=с 
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103) 


104) 





ata = +4х? y)dx + (ху? -4х3)ау = 0 
Solución 


Sea y=tx => dy=tdx+xdt entonces reemplazando se tiene: 
(x6 217 +2х* -t° x? жаласа (x 1? -4х? (к + ха) 

x? (x? 21? +2х-1° +4t)dx + x` (1? —4)(tdx + ха) =0 

(х? -2х2 +2х [ЛД -4уах + (1? —4)ха! =0, simplificando 


(x° —-2x+2)dx + (t° —4)dt =0, integrando 





3 3 
ыо ы б por lo tanto: 
3 3 
x y? 4y 
---Хх%2хХ%------ 
3 Зх“ х 
т 
pe (х + у) 
(х+ y)” +(х+ у)? 
Solución 


Sea 2=х+у > y'= 2 -1. Reemplazando en la ecuación diferencial 


2 2" +2? 





simplificando > 
+2 2 





E -1)+1 = 4: = ах, integrando 


2" 
п үр 

Г---«-(езе. de donde 
2 


2 n-m+l а"! 





———=x+c, п-т#-1, р—-ш=-1 
n-m+l р-т-1 
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105) 


106) 


26 


(їпх + y? )dx-—3xy?dy -0 


Solución 


dz 1 ! 
Sea z=inx+y > —=-+3yy > 
dx x 


3ху? y'= шш -1 reemplazando еп la ecuación diferencial: 


d dz 
3 2 ay 
-3Jy = =0 > 2-(х——-1)=0 
Inx+ y ху E 2 (<<. ) 
107) 
separando la variable 220 integrando: 
141 х 
InJz+1]-Inx=Inc => ас = 
х 
z+1=xc dedonde y? =cx-Inx-1 
(y +2xy1n? y + y ln yrdx+(2x? In y+x)dy =0 
Solución 
108) 


1 x 
Sea x Iny =t = weg => y=e" 


di — tdx 
Como y=" > d=e (ÉS o) 
х 


Reemplazando en la ecuación diferencial dada: 


далар де E xdi -idx 


+ )dx+(2xt + х)е''*(———)=0 simplificando 
х х 


гіх 





(хе 
х 





2 
анро 





)=0 
(х2 +212 +t)dx+ (2t +1)(xdt-tdx)=0 => x?dx+(21+1)xdt = 0 


хах +(21+1)а = 0 integrando УМРО? Аш сі Entonces: 


2х? +42 +4+1=с = 2х? +(21+1)? =c por lo tanto: 
2х? +(2х1п y +1)? = 


y-xy'=a(1+x? y") 


Solución 


' М ау . 
у-ху'=а+ах?у = у-а=(х+ах?у— separando las variables 

















dx d 4 і а dy 
3 с integrando [ (== ›&= | ? —1пс entonces 
ах +x y-a J х ax+l y-a 
24 а por lo tant 
=y- anto y=a+ 
ах+1 $ 4 УЛ ах+1 


(а? + у?)ах+2ху]ах-х?ау=0, Y yz =0 


Solución 


Separando las variables de la ecuación diferencial se tiene: 


dx dy 





7 = 0 integrando 


.. (1) 
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110) 


Sea x= = => dx= re , reemplazando en la integral 
І І 





(шті ІНЕ 
[—=—--[ di _ уа ГЕ 








ыы = & ... (2) 
2хүах-х үа –1 а а 
reemplazando (2) en (1) 
E 
ЗА г. +=arctg2=c, x=a, y=0 entonces 
a a a 
111) 
4 р 
ЛЫМ. y 
0+0=c => c=0, Luego - +—arctg( +) = 0 
a a a 


lo 221 
1.2. И 
а 


ага (2) = 22 — > y=a.tg 
a a 


109) уз sen( >) = 122) 








Solución 


а. +веп(®)сов(5)+ зеп) сов(2) = яеп(7)сов(2)-веп(7)сов(т) 


dy 


y х Я 
——==—2 2) cos(+ arando las variables 
Ж sen( 2) O sep 


- ) х 
2% аад сов) integrando In| ша) | =-2зеп(—)+е 


sen — 
2 
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Hallar una curva que pase por el punto (0,-2) de modo que el coeficiente 
angular de la tangente en cualquiera de sus puntos sea igual a la ordenada del 
mismo punto, aumentada tres veces. 


Solución 


El coeficiente angular de la tangente en cualquier punto = 3: ‚-у de acuerdo а 
las condiciones del problema se tiene: 
dy у 


а к 
гэн Зу = —=3dx integrando In у = 3х + с entonces y =ke™ como 
y 


pasa рог (0,-2) > -2=k porlo tanto у--26” 


Hallar la curva para la cual el área Q, limitada por la curva, el eje OX y las dos 
ordenadas х = 0, х = х, sea una función dada de Y. 


О=а? In? 
a 


Solución 


y = I(x) 





Q= ра = а? (25) , derivando se tiene: 
0 а ) 


52 58 
zdy =0 integrando se tiene: х----с 





d 
yt entonces ах- 
ay dx 


р] 


de donde: у = Ё: (hipérbola) 
с-х 
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112) 


113) 


30 


Un punto material de masa igual а І ег. se mueve еп línea recta debido a la 
ecuación de una fuerza que es directamente proporcional al tiempo, calculado 
desde el instante t = 0, e inversamente proporcional a la velocidad del punto. 
En el instante t = 10 seg. la velocidad era igual a 50 cm/seg. y la fuerza igual a 
4 dinas. ¿Que velocidad tendrá el punto al cabo de un minuto del comienzo del 
movimiento?. | 


Solución 





Como F=ma=k} donde 0-4 cm! seg’ 
v 


t= 10 seg. 
у = 50 cm/seg: 
10 dv 


ї 


ТАРАЛ ЫТУ ыны 205 ч а 
50 ЮҮ 7-2 


v? 20/7 +c, para t= 10 seg- , у = 50 cm/seg. 
50? =20(10)?+c = с=500 entonces v* =2017+500 ~ 


para t= 60 seg. v=? de donde: 


v =/20(60)* +500 =-/72500 cm / seg 


М í 
Demostrar que la curva que posee la propiedad de que todas sus normales 
pasan por un punto constante es una circunferencia. 


Solución 





Sea Ly: y=bx, dedonde mLy =b 
> dy қ 
Además mL, “ОР у como Ly-LL,, entonces: 


dx 
mLy o ск que b=- — 


mL, dy dy 








Como y= bx => b=2 > уж 
x 35 ау 


Separando las variables se tiene: 


y dx +xdx=0, integrando se tiene: x?+y?=k 


Una bala se introduce en una tabla de h = 10 cm. de espesor con la velocidad 
Vo =200 m/seg traspasándole con la velocidad И, = 80 т/ seg. suponiendo 


que la resistencia de la tabla al movimiento de la bala es proporcional al 


po de la velocidad, hallar el tiempo del movimiento de la bala por la 
a. 


Solución 
Е-та-т Es 
dt 

condición del problema: -_ | 

ау 2 т ау 
m— = kv ——= 

dt езі k y? С 

4 ақ. Y 
р т M ау t 0 
integrando: --| — -| 
я [ A 4 


115) 


32 








AS ... (1) 
A зы 
dv dv dx 
dix j 2-4 OS 
además т 4 = "оз entonces: kv" = т q: e 
m dv 
dx dt dx К v 
grando тін н. 0) 
і 3 =—In—=)= > — = 
ыж г ан А k PUR 
Yo 
reemplazando (2) en (1) 
1 шоу , reemplazando el valor de t es. 
н), Val 
vo 
3 
= ——— Seg. 
' As) 5 


imi ión de la resistencia del agua, que 
retrasa su movimiento por la acción 
= кел a la velocidad del barco. La velocidad inicial del barco es; 
10 ы ең después de cuanto tiempo la velocidad se hara 1 m/seg. 


Solución 


La 5 nm m: 


бепе: У = Хе“ 


Рага 1-0, у = 10т/ѕер., se tiene ; 
1 
1 ж =-—In(—) entonces: 
{ = 5 seg., у = 8 m/seg. se tiene 8 =10e > К 5 10) 


8.45 
—10е!'5!°®/19 „—10.(—)' 
V =10e Go? 


10-46) > 4=10 >V=10e* para! 


116) 





5 5 
para V= | mseg. => US de donde f=- IO seg. 


In 
o? 





Demostrar que la curva para la cual la pendiente de la tangente en cualquier 
punto es proporcional a la abscisa del punto de contacto, es una parábola. 


Solución 


dy M 2 
Se conoce que: mL, = T , y además por la condición del problema se tiene 


mL, = kx. Luego 2 = Ах entonces: dy = kx dx integrando у -5x ECR 


que es una parábola. 


Según la ley de Newton, la velocidad de enfriamiento de un cuerpo en el aire es 
proporcional a la diferencia entre la temperatura T del cuerpo y la temperatura 
То del aire. Si la temperatura del aire es de 20°C y el cuerpo se enfría en 20 


minutos desde 100%C hasta 60°С. Dentro de cuanto tiempo su temperatura 
descenderá hasta 30°С. 
Solución 


Sean Т = temperatura del cuerpo. 


Т,, = temperatura del aire = 20°С. 
То = temperatura inicial. 


La descripción matemática es: 
dT 2. -и 
ж =k(T —Т„), de donde la solución es: T =T, +(T, —T, )е 

t 


рага 1= 20°, T=Tọ=60°C entonces: 60-20-(100-20)е 2% 


40=80 295 > к= por lo tanto: Т=20+80е 012720» 


- 


Т-20ш 0027 
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118) 


119) 


34 


parat=?, Т-309С 


1 (те $ 
30-20--80.277/29 entonces 35 1120 24 ү=б() 


Hallar la curva para la cual la pendiente de la tangente en cualquier punto es n 
veces mayor que la pendiente de la recta que une este punto con el origen de 


coordenadas. 


Solución 








x —» 


= =tg0 además tg 0=-ctg0, por dato se tiene: 


d y 
100 =ntga entonces: Ж mt) => 4у = п(—)ах, de donde 
dx х Р? 


йу 


мк dx integrando; 
y TX 


Iny=ninx+Inc => In y =1n x”c, por lo tanto: 


у= сх 


Determinar el camino s recorrido por un cuerpo durante el tiempo t, si su 
velocidad es proporcional al trayecto, sabiendo que en 10 seg. el cuerpo P 


recorre 100m. y en 15 seg., 200m. 


Solución 





Sean s= е] camino recorrido 


t= el tiempo en seg. 


y= т = velocidad del cuerpo 
Г 


aE ЫЕ ds сфе 
la descripción matemática es: тоо de donde la solución general es: 
t 


з= Хе“, рага t=10seg., s=100m: = 100- Ае 
de donde ые! 1) 
е 
рага t = 15 seg. , 5 = 200 т. => 200 = Ае!" 
de donde se tiene : A «s. (2) 
comparando (1) y (2) se tiene: = чоя > kE 
ii 


reemplazando en (1) se tiene: А = 25 porlo tanto el camino recorrido será: 


ys 
s=252 


El fondo de un deposito de 300 litros de capacidad, esta cubierto de sal. 
Suponiendo que la velocidad con que se disuelve la sal es proporcional a la 
diferencia entre la concentración en el instante dado y la concentración de la 
disolución saturada (1 kg. de sal para 3 litros de agua) y que la cantidad de 
agua pura dada se disuelve 1/3 de kg. de sal por minuto hallar la cantidad de sal 
que contendrá la disolución al cabo de una hora. 


Solución 


Sea х = cantidad de sal que concentre la disolución, la concentración en el 
instante dado es: 1/3 kg. Por litro de agua. 


La concentración de la disolución saturada = A 8 


38 


121) 


36 


2 = velocidad con que se disuelve la sal, la descripción matemática ез: 122) 
i 


ALA LS k factor de proporcionalidad resolviendo la ecuacion 


de з 300 
diferencial se tiene: 
constante A parat=0,x=0 = 


х-100(-4е 200), encontraremos la 


A = 100, luego х -100-1006 7309, para determinar la constante k, para 
299 


1 
t= 1 min., x KA se tiene Ż=100-100e* 200 = К-300Ш(--) 
3 3 300 


; 99 
х =100 – 100е' 129% / 300) _ 1090 – 100( у 


299 60 


рага t= 60 тіп, х = ?, еы ) =18.1542 kg. por lo tanto: 


х = 18.1542 kg. 


Cierta cantidad de una substancia indisoluble contiene en sus poros 10 kg. de 
sal, actuando con 90 litros de agua se observo que durante 1 hora, se disolvió la 
mitad de la sal contenida. ¿Cuánta sal se disolvería durante el mismo tiempo si 
se duplicase la cantidad de agua? 

La velocidad de disolución es proporcional a la cantidad de sal no disuelta y а 
la diferencia entre la concentración en el instante dado y la concentración de la 


disolución saturada (1 kg. para 3 litros). 23) 


Solución 


Sea x = cantidad de sal que concentra la disolución 


6 = velocidad соп que se disuelve la sal, de acuerdo а las condiciones del 


creed 10- 
problema la descripción matemática es: Ч»: kx фу 1, 
аг 90 3 





De donde resolviendo la ecuación diferencial y reemplazando los datos dados 
se tiene que: х= 5.2 kg. 


www,.elsol 


Hallar la curva que tiene la propiedad de que el segmento de la tangente a la 
curva comprendido entre los ejes coordenados se divide por la mitad en el 
punto de contacto. 


Solución 
2-0 
Como ті, = 2— = + , entre los puntos P y A 
--х 
2 


de donde ду Б 
анх 


‚_ Фу ду 
Además — = mL T Ды} 
oa ШЫ ГЭ. 





А(х,0) 


Integrando se tiene: пу+1пх=\пс = хус 


Cierta cantidad de substancia, que contenía 3 kg. de humedad, se colocó en una 
habitación de 100 т? de volumen donde el aire tenia al principio el 25% de 
humedad. El aire saturado, a esta temperatura, contiene 0.12 kg. de humedad 
por 1 m°. Si durante el primer día la substancia perdió la mitad de su 
humedad, ¿qué cantidad de humedad quedara al finalizar el segundo día? 


Solución 
Sea 5 = cantidad de humedad que contiene la substancia 


(3 —s + 3) = cantidad de humedad que contiene el aire. 
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124) 


38 


12 = humedad de! aire saturado para 100 m? 


d 
La descripción matemática es: & =-—ks(-s+6-12) =ks(s +6) 
: 5 6k 
de donde resolviendo se tiene: сақ дее" 
рага (-0, в-3 = 4-4 рага іт 1, s=1.5 entonces: 


k= кылг =-0.0851, рага t=2 entonces 5=0.82 kg. 
6 75 


Cierta cantidad de una substancia indisoluble que contiene en sus poros 2 kg. 
de sal se somete a la acción de 30 litros de agua, después de 5 o se 
disuelve 1 kg., de sal. Dentro de cuanto tiempo se disolverá el 99% de la 


cantidad inicial de sal. 


Solución 
Sea 5 = cantidad de sal por disolverse. 
La descripción matemática ез: 2 =ks, donde К es el factor de la 
proporcionalidad, la solución de la ecuación diferencial es: 
s= Ае“, determinaremos A, parat=0, s=2kg. > A=2 
Luego s=2e*, determinaremos К. 


1 


1 
Para і-5 шіп., s=1kg. => A 


1 
Por lo tanto: s=2e PPN? > s= 2-0” 





Para determinar 1, se tiene que buscar el 99% de 5 ев decir з = 1.98 kg., 
5 (0.99) . 
----- min. 


з 
2 


ES 
entonces: 198-205)” => 7 luego: t 


Una pared de ladrillos tiene 30 cm. de espesor. Hallar la dependencia de la 
temperatura de la distancia del punto hasta el borde exterior de la pared, si la 
temperatura en la superficie interior de la misma es igual a 20° y en el exterior 


a 0°. Hallar también la cantidad de calor expedida por la pared (por 1m?) al 
exterior durante un día. 


Solución 


Según la ley de Newton, la velocidad Q de propagación del calor a través de 
una superficie A, perpendicular al eje OX, es: 


ат 
8-75 di 


de donde k es el coeficiente de conductibilidad térmico, T la temperatura; t el 
tiempo y в el área de la superficie A, (К = 0.0015). 


: a Q 
Luego la descripción matemática es: Z =— Ж , donde Q constante 


Resolviendo la ecuación diferencial y usando los datos dados se tiene: 


Үр -2;; 864000 cal/dia. 


y 


жағы ШИК э a : 
Demostrar que la ecuación = 75 == соп la condición inicial y х=0 =0, tiene 


infinitas soluciones de la forma y = cx. Esta misma ecuación con la condición 
inicial y х=0 = Уо % 0 no tiene solución alguna. Trazar las curvas integrales. 





Solución 
4 
ақ Аа dx integrando 1пу=1псх => y=cx 
„Ам: 
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127) 


рага у = 0, х = 0 se tendrá infinitas soluciones; рага cualquier valor de с, se 128) 
satisface la ecuación азі si с = 6, у = бх satisface As 120 y para 
A o=Y0*+0 => уу =0, la cual contradice por lo tanto: 
x= + 
cuando x=0, у = y, +0 no tiene solución alguna. 
Y 
129) 


У а-о =0, tiene al menos dos 


Фа 
Demostrar que el problema ғ” = 


soluciones рага 0 < а < 1 y una para а = 1 trazar las curvas integrales para 


222% 


Solución 


l-a 





Ya 


; y 
=y" = y “у = йх integrando ENEC 


1-а 
=c solosil-a 20 





six=0, y=0=> 


ósea si а < 1 luego al tomar а valores entre 0 y 1 hay infinitas soluciones. 


dy 


Sia=1 > —=dx > Iny=x+c 
y 


De donde у = ќе" рага x=0, y=0, setiene y=0 es la única solución. 





Hallar la solución de la ecuación 5 = у |1 y]%, (а>0) que satisface а la 


condición inicial Y х-0 = 0, para qué valores de о tiene solución única. 





Solución 
фт йе = n= integrando 
ах ул» 
1-а 
ЭЙР ше > у-0,х-0 > : [In y %=0+c 
1-а 1-а 


Iny>0, así -a+1>0 = @< 1 entonces у->0 
El primer miembro se haría cero, así с = 0, lo que significa una solución única. 


Demostrar que las tangentes a todas las curvas integrales de la ecuación 
diferencial y'+ytg x= xtg+1, en los puntos de sus intersecciones con el eje 


OY son paralelas entre si. Determinar el ángulo bajo el cual se cortan las 
curvas integrales con el eje OY. 


Solución 


-Їїхах, Г Їнх 


[Je 


ах 
у= е (xtgx+1)dx+c], por ser ecuacion lineal. 


¿110044 


y= | (tg х вес x+ sec x)dx+6], efectuando la integral. 


y =cosx[xsecx+c]=x+cc0sx entonces: 


y =x+c.cosx, interceptando con el eje Y, para x=0 , y=c > P(0,c) 


т, =$ -(1-свеп x)| =] = т„=1 
ах|, 2 


L,: у-с-Қх-0) dedonde 1,: x-y+c=0 
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Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales. 133) Iny'=x 


130) cos y'=0 Solución 


Solución Iny=x > узе” 


Como ycosy'=0 => У-ашсов0- — (2n+1) dy=e dx > [Ф=[е'& > у=е*+с 


д ж > 134) tgy'=0 
а, > dy Ж , Integrando. 


Solución 


y=>5Qn+lx+e, neZ. tgy=0 > y'=arctg0=nx 


. | dy 
131) œ” =l | е ай Жс dy = пл dx integrando у= пл+ с 


Solución 


: рЫ 135) е” =x 
Dil үт ж «46 = уе 
Solución 


y 


donde c es constante. 
е” тх => у'=1пх de donde dy=Inxdx, ahora integrando 


132) sen y'=x Ів-Пвха > y=xInx-x+c 


Solución 





sen y'=x = y'=arcsenx+nm7 entonces: 136) tgy'=x 


Solución 


= =arcsenx+nx de donde dy = (arcsenx+n1)dx 
шу-х > y'=arctgx+nx,n=0,+1,+2.... 


integrando [ао = | resenx+nm)ax+e dy = (arctgx+nx)dx integrando se tiene 
(85: а 
у = хагсѕепх 1-х +тх+с donde п= 0, +1, +2,... у= |(агрх+лпл)ас+с entona A A 
2 
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En los siguientes ejercicios hay que hallar las soluciones de las ecuaciones 
diferenciales con las condiciones indicadas рага х —+00, 


137) х?у'соѕу+1=0, уэл > х +0 
Solución 


x?y'cosy+1=0 = cos y.y'+ L =0, separando la variable 
y? 


dx : 
cos ydy + — =0, integrando e 
x x 


16л 


cuando у- т para x +оо > c= sen 15” luego sen y-—=sen б 
х 


138) x*y+cos2y=1, уэл > x>+0 
Solución 


х2у+соѕ2у=1 > х 2 у'=1-с082у, separando la variable 





іы se = dy 5 integrando 


1-с082у х 2sen? y ги 


|-5--| 25-с de donde асма 
sen” y x* x 


10 1 
cuando у-ә--л , х—+ю > с=—= 
3 В 


250641 2521 
Luego ctgy=—=+=— > y = arct (-%-т) 
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139) 


140) 


141) 





3, 
x у-ѕепу=1, у-5л > х-эко 








Solución 
3. 
x у-ѕепу=1 = 532 санкву, separando la variable 
dy dx . d dx 
--- Integrando 94 
l+seny хі п Ист х! ай 


para у->5л , x>+t0 > с= 1 


por lo tanto у = 2агсір(1 229 
2x? 


ы 
@+х°)у—-—соз? 2y=0, уэзл ‚ X Э-0 


Solución 


(хе Lee 2y=0, separando la vari і 
2 Р ariable se tiene: 





tg2y аг 
клу, амд Хо, 


кок тт 
20201 77521271! 
желі 2у 2(1+х?) grando 2 > 


tg 2y—arc.tgx = с cuando уэл, A cm 
2 


tg2y-arctg x = 2. 23 3 
g 2y -arctg х > сор Са Е = уар аш Eag) 


Эн 4 1 
e? =e" y'+1, y es acotada рага х —»+00 


Solución 
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142) 


143) 


46 


4 
е dy 





e? =e Y y+l; еУу-е) -1 entonces 
e? -1 


4у 
integrando ГЕ-Ф-|өзс entonces: 
e) 
Ге? +e” +0? +06 =х+с, calculando la integral 
e — 


өз» е? 
E E +In(1+e )=x+c, 


144) 


como y es acotado y х Эхо entonces у = 0. 
(x+Dy'=y-1, y es acotada para х + 
Solución 


(х+1)у'= у-1; (х+1)4у =(у—1)йх separando la variable 





БОЛЕЕ integrando se tiene: In(y—1)=In(x+1)+Inc 
үзі хі 
m2 =1nc 22-с 

y+ x+ 


у-! 
cuando х-> entonces чү] -»0 por lo tanto c = 0 
x+ 


y=1 


х+1 


=0 325 y=1 





y'=2x(1 + у), y es acotada para х —+00 


Solución 


dy 


у'= 2х(л+у) > —— = 2х 4х integrando 
yèn 


dy 
jaa entonces In(y+1)=x?*+c entonces: 


2 
у+л =Ке* ,yesacotado para х >% entonces К=0 


Luego у+л= 0 > y=-n 
251 11 
х уч5еп2у-1, G Ш > Xto 


Solución 
24 
х-учвеһ2угі > x?dy =1-sen2 y dx separando la variable 


жырына. dg 
1-56п2у x? 


4у dx 2y sec2y 1 
al 2 е нао БРО 


=> integrando se tiene: 


cuando у-» 17 , Х Э+оо setiene que: у= ащ х) 
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[ECUACIONES HOMOGENEAS Y REDUCIBLES A ELLAS] 


A la función f(x,y) llamaremos función homogénea de grado n si se cumple la 


identidad. 
fm) =r" р(х, у) 


dy : A 6: 
Una ecuación diferencial de la forma a = f(x, y), se denomina homogénea sl f(x,y) 
! 


es una función homogénea de grado cero. 


La ecuación diferencial homogénea siempre se puede representar en la forma: 


dx х 


. Е. у A 
Introduciendo una nueva variable incógnita и = —, la ecuación (1) se reduce a 1 
х 


аи 
—=- (и)-и 
ж.” 


Observación.- А! resolver las ecuaciones homogéneas no es indispensable reducirla 
a la forma (1). Se puede hacer inmediatamente la sustitución y = UX. 


ecuación con variable separable: 


Las ecuaciones diferenciales de la forma: 


др хуй ) _.@) 
dx а›х+Ь›у+с, 


se reduce a homogénea trasladando el origen de coordenadas al punto (Xp, Yo) 
intersección de las rectas: ах «уулс 0 y azx+b3y+c>= 0 „у esto se сопыг 


haciendo la sustitución de las variables х= 2+х0, у= У + у 
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El método indicado по es aplicable cuando las rectas а,х+Ьу+сү=0 y 


а: 
azx+b,y+c,=0 son paralelas, en este caso —==->2=A а la ecuación (2) se 
а, 1 
puede escribir en la forma: 


dy ajx+bjy+c; 


Тал ri „ады % 


que ha sido estudiado еп las ecuaciones reducibles a variable separable. 


Si la ecuación diferencial viene expresada en la forma: 





Será homogénea, si Р(х,у) y Q(x,y) son funciones homogéneas del mismo grado. 


A veces, la ecuación se puede reducir a homogénea mediante la sustitución de la 
variable у = 24, esto ocurre cuando todo los términos de la ecuación son de un mismo 
grado, atribuyendo el grado 1 а la variable х, el grado о a la variable y; y el grado q - 1 


a la derivada ду. е 
ах 


Integrar las Ecuaciones: 
145) 4x-3y+ y'(2y-3x)=0 
Solución 
Observamos que la ecuación es homogénea, entonces: 
Sea у= их => dy=udx+xdu, a la ecuación diferencial escribiremos así: 
(4x — 3y)dx + (2y — 3x)dy=0, ahora reemplazando se tiene: 
(4x — 3ux) dx + (2ux — Зх)(ийх + хаи) = 0, simplificando 


(4 — Зи) dx + (2и— 3)(и dx + x du) = 0, agrupando 
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146) 


147) 
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(2u 2 _ би + 4)dx + х(2и —3)йи -0, separando la variable 


du=0, integrando 20.22 
х и“ -3u+2 


2%, 2и-3 


р )du =c 
х и? -3и+2 


. 
entonces: 21nx+In(u? -Зи%2)-с > Inx? (u? -3u+2)=cC, levantando el 


logaritmo se tiene: 2. у*—3ху+2х 2=k 


y=y+ yx? 


Solución 
A la ecuación escribiremos así: xdy =(y +] y —x* )dx, es homogénea. 


Sea y = ux entonces dy = u dx + x du > x(udx + хаи) = (ux + Yu? х? -x° ax, 
a 
х 





simplificando хаби = үи? -ldx separando las variables —== 


Уи? -1 
integrando se tiene: inju+yu? -1HFInx+Inc entonces: 


(и+ум? -1 
х 


In ) =]nc, levantando el logaritmo 


и+и?—1=сх > y+ y? -x° =œ° dedonde ~. 2су=с?х? +1 


4х? —xy+ y? + y (x? —xy + 4y?) =0 
Solución 


La ecuación diferencial (4х? -xy +y? )dx + (x° -ху+4у?)ду=0, 


homogénea 
sea y=x => dy=udx+xdu, reemplazando en la ecuación. 


(4x? e? +и?х?)ах+(х? —ux? +4и?х?” )(иах + xdu) =0 


simplificando (4u? + 4)ах + x(4u? =и+1)аи -0, separando las variables 
dx 4и?-и+1 : 25 
4 — +——,———@и -0, integrando: MEN pt Ші a entonces: 
х Ч х u? +1 
4х 21е 
и+1 ці -ц+] 


Inx* +210(и +1) +10 |и2 -и+ с > ах“ (и +1) (4 -и41)-с 


x*(u+lXu? +1) =k donde и aja por lo tanto: (х+у)(х + y?) = 
1 


148) 4x? +ху-Зу?* + y (Sx? +2ху+у?)=0 
Solución 
(4x* +ху-3у2)ах+ Соха 2ху + у?)ау = 0, es homogénea entonces: 
у= их => dy=udx+x du, reemplazando en la ecuación 
(4х2 +х?и —3х?и?)ас+ (—5х? +2х?и +х2и? Хийх- хаи) = 0, simplificando: 
(и? —y? —4u + 4)ах + (и? + 2и — 5)хаи = 0, separando las variables se tiene: 


dx u? +2u-5 > 
+; == =0, integrando 
X и -и”-4и-4 


и1-2и-5 


ЇЕ 


—ү у ~ ўи =c , integrando fracci і se tiene: 
3 9 grando por fracciones parciales se tiene: 
х 9 и!-и!-4и-4 E 


(у-х)%у-2х)” -с(УТ2Х) 
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Solución 9 2 
мн ан ху =y = 


2 а. ‚ : 
2xydx – (3x y` )dy = 0, es homogénea entonces: Solución 


у= их => dy=u ах + х du, reemplazando en la ecuación 


хау = | y? —x? dx, es homogénea y=ux => dy=udx+x du 


2х2ийх-(3х7-х2и Хийх-хан)-0 = (и? -шах +(u? —-3)xdu = 0 ux(udx + xdu) =Vu*x? —x 2 dx, simplificando 








| 2 : 
separando las variables Жк, а 0, integrando [= Аі -duse udx + xdu = и" —1dx , separando la variable 
дата TE ИП 
сы E integrando J- & 2. с 
5,” $ а кд тот 5 нг 
EE -yu = с, efectuando la integral se tiene: с(у? =x?)= y du? -1-u 5 = -1- 
u и-1 u+ 


- [(du? —1+и)4ди =lnx+c, calculando la integral se tiene: 
150) | 2xy(x?+y?)=y(y? +21?) 


у(у+үу?-х*) 


y y +4 y? =x? = сх?е с 


Solución 


2x(x? + у2)ду = убу? +2х?)ах , es homogénea 


a ax? +2bxy+cy? + y (bx? +2cxy+ ју?) =0 
y=ux => dy=udx+x du, reemplazando еп la ecuación 


Solución 
2x(x? +x2u?Nudx+xdu) = их(и2х? +х°)ах 


: : (ах? +2bxy +су?)ах + (bx? +2cxy+ fp? )dy=0, es homogénea 
2(1+uMudx + хами) = u(u* +1)dx simplificando 
y=ux => dy=udx + х du, reemplazando en la ecuación 


(и? +и)ах+2(1-+и?)хди = 0, separando las variables 
(ax? +2bx%u+cx%u?)dx+(bx? + 2с?и + fx u’ Хийх- хай) = 0, simplificando 


2 
dx 24и? +1) 


3 


du =0, integrando [= -|Е5 
x и +u 


2(u? 39, и-с-| 2» Le 
х 


Bid (a+2bu +cu З )dx +(b+2cu+ fu 2 )(иах + xdu) = 0, separando la variable 


3 


; 2 
оа 2 Ган. 0 du=0, integrando 


х a+3bu+3cu' + fu 


— =с porlo tanto: y = хс 


хо 





entonces: Inx+2lnu=c => Inxu? 
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153) 


154) 


54 


b+2cu+ fu? 


dx 
[= [te entonces 
х а+ЗБи + Зси + fu 


lnx+ 4-38и 4342 + fu? Ес, donde рага и = У se tiene: 
х 


2 В? +3сху? +30? y+ax? =c 


(y? -3x?)dy = -хуах 
Solución 


у=“ = dy=az* dz, reemplazando en (yí -3x?)dy =-xydx 
(2-32 de=x2t de => (2% -3x?2%* )adz =-x2* dx 
para que sea homogénea debe cumplir: 


Sa-1=a+1=a+1>a=- > (2? -3x?)dz=-2xzdz, es homogénea 


ы|- 


x=uz => dx=udz+z du entonces: 





Solución 


1 


Sea у-2% => dy=az"* , reemplazando en la ecuación 


2 dx+2(x? -x2% Ja" d:=0, agrupando 


тах-2(х225!-х297)а4-0, para que sea homogénea debe cumplir: 


3Ja=a+l=3a > а=5 25 2?dx+(x? -х)4:-0, ев homogénea. 


x=uz => dz=udz+zdu, simplificando 


zdu+u*dz=0 , Separando la variable =- + ё 20) 
и 2 


de donde para и--, == y? se tiene 


N |x 


1 
=li zer 
u 


integrando 


reemplazando еп — Ч +1п 2=с por lo tanto: y? =xln юу? 
и 





155) (у-ху) =x? + y? 
(z? -34? z? )d2=-22? u(udz + zdu) > (1-3u?)dz -2u(udz + zdu) 
Solución 
2 чи А йг E 
(u* —1)dz = 2uzdu separando la variable ЭР” ЭЖ] integrando (у-хуу ах? зу? => усхуз Еэ + y? , es homogénea 
dz 2u 5 y = их entonces dy = u dx +x du, reemplazando en la ecuación 
slats => Inz=In(u*-1)+c 
2 и°- 
(их Vx? +и?х? )ах — х(иах + хаи) = 0 entonces: 
рага и $ 5 z=y? por lo tanto: xt =y’ суб 5 ЖУ! 
2 (и —]1—и* Ҙ4х-иах-хаи -0, simplificando 
а 
у?%ах+2(х? =xy?)dy =0 —+{1+и?”ах—-хаи=0 = шат, голт =0, integrando 
© A 
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156) 


157) 


56 


=с > Іах+1п|и+ 1+0 Ес 








(31486 


ТЕТЕ 





5) ү 2 
хи -42)-8, рага u=-— se tiene: 7 уай ыу: Sk 
х 


3x+ y-2+ y'(x-1)=0 








Solución 
158) 

5 L :3x+ y-2=0] P 

Sean | = 14-471 entonces existe un punto 

L, :x-1 
P(xo, у) є Li OL, y para encontrar el Р(х,у, Yo) se resuelve el sistema: 
3x+y-2=0| xo =1 
Сер =0] > ¿y Luego Р(х, уц) = P(1,-1) 

Sean х=2+1, y=w-1 > (3x + y — 2)dx + (х – 1)dy =0 
(3z + w)dz +z йу = 0, es homogénea sea w=uz => бм = и dz + z du 
(32 + uz)dz + z(u dz + z du) = 0, simplificando 
(Qu + 3)02 + z du = 0, separando la variable: 

d d 

22 “Эв 0, integrando 12-15 

2 2-3 2и+ - 
entonces: “ (х-1)3х + 2y —1)=k 

2х+2у-1+ у (х+у-2) =0 

159) 


Solución 


(2x + 2y — 1)dx + (x + y —2)Jdy=0 => sea u=x+ y entonces: 





dy =du—dx = (20 — 1)dx + (u—2)(du— dx) = 0 entonces 
-2 
(и + 1)dx + (u— 2)du = гү -0 integrando 
2sty 


| к«| duse > х+у+1=се 2 

и-1 

(Зу-7х + 7)dx — (3х — 7y — 3)dy =0 
Solución 


11:3у-7х%7-0 


Sean => 1,401, entonces 
L: 3х-7у-3-0 
3y-7x+7=0 Xp =1 
3 Р(хо, уо) € L ^L, de donde: => 
3х-7у-3-0| 82-10) 


x=z+l, у= жу entonces reemplazando en: (3x-7y+7)dx — (3x=7y-3)dy -0 
(3ч-- 7z)dz — (32 — 7w)dw = 0, es una ecuación homogénea. 
w=uz => dw=udz+z du, reemplazando en la ecuación 


(3uz — 7z)dz — (3z — Tuz)(u dz + z du) = 0, simplificando: 


(Tu? —7)dz + (7и —3)24и = 0, separando la variable: 


5 
74, = 0, integrando 1%. {= ди жс 
2 иг и“ +1 
de donde: (х+у-1)%(х-у-1)* = 


G+yyx? y! +1)dx +2xdy =0 


Solución 





160) 
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_ xdz— ах 


Sea ху=2 > у= Ч > ау=—————,‚, reemplazando еп la ecuación 
x 


х? 


ЭГ, ж 
E кеуде іа; =0, simplificando 
х хїх х 





-2а 
С-г +x? TE ша жн -0 entonces: 
ХХ х 


202“ +х? —x)dx+2x?d2=0 sea x=u? => dx=2udu 
2042“ -и4-и2 )2udu+2u* dz =0 , simplificando 

2(У24 +u? —u)du+u?dz=0, es homogénea 

sea u=zw => йи = 7 бм + w dz, reemplazando en la ecuación 
26425 +242 — 22? (220+ wdz) +23wdz=0 

w/1+w" dz+ ӨЗЕГІ 54-4 )Ә = 0, separando la variable 
de Ма w? 


2 Жк 


w 








)йм = с 





ау = 0 integrando реа з 
6 ” Ләм 


lnz+ ln нн Ес => Inma Ет 


: ху“ +1 =су?ҳ? –1 


и е 
рага w=— , U=VX,Z=xy, setiene: 
2 


4xy?dx+(3x? y -1)dy =0 


Solución 


Sea y=2* => dy=02* 'dz, reemplazando en la ecuación 

4x2? dx +(3x?2% -l)az*dz=0, agrupando 

4x2 dx +(3x? 22% 0-1) dz=0 para que sea homogénea debe cumplir: 
2a+1=2a+1=a-1 => а= -2, reemplazando еп la ecuación 

4х2 “ах-(3х725-27)-2%)-0, simplificando 

2х2 dx —(3x? 2-8 )а2 = 0, es homogénea 

sea x=uz = dz=udz+zdu, reemplazando en la ecuación 

2uz? (иа: + zdu) -(3u? 2? —2?)dz=0, simplificando 


йР” 22 
(-и2 +1)dz + 2uzdu =0 => == эс 
Ж н-1| 





du=0, integrando 





12-1 23 а= => Inz—In(u? -1)=c 


7 әй 


de donde рага и= у(х2у-)? =k 


161) (х+ y? dx + (3y* -Зу?х)ду-0 
Solución 
у == az dz ‚ , reemplazando en la ecuación 
(x+ 22% )dx + (32% -3221)о24714- = 0, agrupando 
(a+ 2% )йх+ (3z 61 _323@-1 09 d2=0 para que sea homogénea debe cu nplir: 
cionario.net 4 





162) 


60 


1=3a=60-1=30 > a= Е , reemplazando en la ecuación 163) 
(x + z)dz + (z—x)dz = 0, es homogénea sea x=uz = dz=udz+z du 

(uz + z)(u dz + z du) + (z — uz)dz = 0, simplificando 

(u + 1)(0 dz + z du) + (1 —u)dz=0, agrupando 


(u Ре раг + z(u +1)du = 0, separando las variables 


4: и-1 
+ 
мац? 4] 


ди = 0, integrando (8333 du=c 
2 





ue 


1 
Inz + 2ши? + 1) + агсіри = с, para и-2, шу) 
2 


3 
arctg?-- „аш EADE 
2 


2(х2у+ +х* у? )йх + х?ау = 0 


Solución 


se tiene: 


164) 


Sea z=x?y > x dy=dz-2x* ydx. Reemplazando en la ecuación diferencial: 
2(2-41- 2? )dx+x(dz — 224х) = 0, simplificando 
Xz+] +:* Mx + xdz-2zdx = 0 


de donde 2414: + х0: = 0, separando las variables 











dx dz 
Уер =0, integrando 

х Жә 

dx dz 
po, 5 =lnc => х (х2уж-16ху2)-с 


Хх 1+2 





(2х — 4y)dx + (х+у—3)ду=0 


Solución 
І: 2x-4y=0 
Sean > LL, => 3 Р(хо, уо) є1, AL, de donde 
І: x+y-3=0 
2x-4y=0 Хр-2 sea Хх-2%2, y=w+l, reemplazando еп: 
x+y-3=0 Yo =1 (2x-4y)dy + (x+ y -3)dy =0 


(2x — 4w)dz + (z + w)dw=0, es homogénea 
sea w=uz => dw=udz+zdu, reemplazando еп la ecuación 
(2z + 4uz)dz + (z + uz)(u dz + z du) = 0, simplificando se tiene: 


(u = 2)а2+ (и +1)zdu = 0, separando la variable 


dz u+l 
в mo 


- du=c = (y-2x+3) =c(y-x+1)? 
уво) 


(х — 2у — 1)dx + (3х — бу + 2)dy = 0 
Solución 
Sea 2-х-2у = ах = dz + 2dy, reemplazando еп la ecuación 
(х-2у- 1)dx + (3х — бу + 2)dy = 0, se tiene: 
(2- 1)(dz + 2dy) + (3z + 2)dy = 0, agrupando 


(z— 1)dz + 57 ду = 0, separando las variables 
1 

(1—-—)dz +5dy =0; integrando 
2 


z-Inz+5y=c, сото 2-х-2у entonces: х%3у-Шіх-2у|-с 
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165) 


166) 
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(x— y + 3)dx +(3х+у+1)ду=0 


Solución 


:Х-уғ3-0 
Шер 











z dx + (z— 1)(dz—dx)= 0, separando la variable 


dx + (2— 1)dz=0, integrando [+ [с-да =с entonces 


Se | => LL, entonces 3 P(xp, Yo) eL, AL, de donde :-1)2 
12: 3x+y+1=0 цаа. "iga {2 Мас por lo tanto: 2x+(x+y-=1)? =k 
х=у+3=0 | Ху! 167 = 
E ‚ ва x=z-1, ёсоор ) усоѕх dx + (2y — sen x)dy = 0 
3х+у+1=0] лемі 7 y=w+2 
Solución 
(x— y + 3)dx + (3x + y + Цау-0 
Sea z=senx => dz= cosx dx, reemplazando еп la ecuación 
(2- w)dz + (3z + w)dw=0, es homogénea 
y cos x dx + (2y — sen x)dy = 0, se tiene: 
W=uzZ => dw=udz+z du, reemplazando en la ecuación 
y dz + (2y — z)dy = 0, es homogénea 
(z —uz)dz + (32 + uz)(u dz— z du) = 0, simplificando 
sea y=uz => dyudz+z du, reemplazando en la ecuación 
(1 —ujdz + (3 + u)(u dz + z du) = 0, agrupando 
uz dz + (2uz — 7)(и dz— z du) = 0, simplificando 
2 
иг +24 +1)dz +(u+3)zdu = 0 d 1 
( Ydz + (и + 3)zdu separando las variables ЖОЛ хы орт КӨ 
dz и-3 E dz и-3 
—+—— -du =0, int d [= pa. Y ae A, dz 2u-1 dz 2и-і 
E УРЕ % мисраро ж da кылыы > л “Эв он. integrando [ә lianas de donde 
ln z+1n(u+ й--%а -с entonces Inz(u+1)- 4 эс donde 2y In y + sen x = 2cy 
и-1 и+1 
20 2х-2 y y 
de setiene y = 00 168) CARAS др 
ий хе! 
Solución 
(x + y)dx + (x + y — 1)dy =0 
724727 = узих => dy=udx+xdu, reemplazando еп la ecuación 
Solución Ж 
Sea 2-х%у => dy=dz-dx, reemplazando en la ecuación (x — их cos шах + x cos u(u dx + x du) = 0 
4 : 63 
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169) 


170) 


64 


(1 —u cos u)dx + u cos u dx + х cos u du = 0, simplificando 


dx + х cos и йи = 0, separando las variables 


ах Ч ах 
—— + сов ийи = 0, integrando | — + [ cosudu =c 
56 J х 


y y 
Inx+senu=c, como u== => Inx+sen—=cC 
X x 


por lo tanto х =ke *°%?'* 


y dy +3y?xdx+2x "dx =0 
Solución 171) 
reemplazando en la ecuación 


у= их => dy=udx+x du, 


Ух? (udx + хаи) + (3х?и? +2x?)dx=0, simplificando 


и? (udx + хйи)+ (Зи? +2)dx = 0, agrupando 
(и“ +3u? +2)dx+u*xdu=0, 


separando las variables 


dx u? 


A du=0 
X и -3и7-2 


, Integrando 


„ы 2 
=с dedonde сүх +у =y" +2x 





Ен и i +2 
уйх + (2 [xy -x)dy =0 
Solución 


y=ux = dy=udx+x du, reemplazando en la ecuación 





udx + (24их ЕЕ х)(ийх + xdu) = 0, simplificando 
2uvudx + х(2-и —1)4и = 0, ѕёрагапао las variables 


24 ¿ES 


Г: 





ди = 0, integrarido |4, [= -| жу» ууу 4 


ах е бе; de дойде mee E entonces 
y 


1); 


y=ke “Y entonces уе!!! =k 


Hallar la curva que tenga la propiedad de que la magnitud de la perpendicular 
bajada del origen de coordenadas a la tangente sea igual a la abscisa del punto 
de contacto. 


Solución 





Por dato del problema 4 = xo 


Además ті, = y'(xp) y la ecuación de la tangente es: 


L,: у-уотті,(х-х;) 
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172) 


66 


L, : ху'(хо)-у+ Yo — ухоу' (хо) = 0 por distancia de punto a recta 


[Уо —хоу'(х) 


JO)? +1 


por condición del problema se tiene: 4(0,1,)-х0 


4(0,1,)- 


|уо› хо» (xo) : ‚ Ж. 
“тат generalizando еп cualquier punto se tiene: 
yr) +1 


өсі =x > |у-ху\=хї+у? 
үзу 


y? -2xyy'+x? y? =x? +х?у?, simplificando 





Ж” зэх? —2xyy'=0 de donde (у? = -2хуау = 0, ев homogénea 
sea y=ux => dy=udx+x ди, reemplazando en la ecuación 

(и2х? х? )ах –2х?и(ийх+ xdu) = 0 ‚ Simplificando 

(и ez Пах —2u(udx + хаи) = 0, agrupando 

(и? +1)dx—2uxdu=0, separando las variables. 


dx 2u 
X и +] 





: ах 2 
du =0, integrando [= du=1nc 
х и” +1 
Inx+Ing,? +1) лс > хи? +1) =с de donde и 21. por lo tanto: х? +у? = 0% 
Қ? 
Hallar la curva para la cual la razón del segmento interceptado por la tangente 


en el eje OY, el radio vector es una cantidad constante. 


Solución 









P(xo,Yo) Х, y= tix) 


- d 
Por dato se tiene; ---с 


La ecuación de la recta tangente es: L,: y—Ypg = т(х– хо), de donde 
1: у= у'(ху)х— y (хо)(хо)+ Yo 
parax=0, setiene 4, = уо – у'(хо)(хо) 


= ар! рр у" х 
además 4; = 4хд ғ yè , luego Yo Y rod) т“, generalizando se tiene: 
y xo + yo 


у-у 28. = у-ху-с БҰТ 


(77291207 
yx жу 








(сух? + Ре: — y)dx + хау -0, es homogénea 

sea y=ux = dy=udx+x du, reemplazando en la ecuación 
СЕР; - yx)dx+x(udx+xdu) = 0, simplificando , 
(eitu? —u)dx+udx+xdu =0, agrupando 
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173) 





68 


с41-и йх+ хйи =0, separando las variables 


dx du 
с 


G Vl+u? 
EETA de donde у+4/х2 +y? =! © 


x? +y? -2х20-9 2ух 6 + y?, de donde 


=0, integrando clnx+ln(u Niru? )=lnk 





1 1-с 1 1%с 
у= = <---х 
24 k 


Empleando coordenadas rectangulares, hallar la forma del espejo si los rayos 
que parten de un punto dado, al reflejarse, son paralelas a una dirección dada. 





Solución 
d 1=x)+4/ y? AS? 
ено еа APEN Y +(1-x) 
dx y 


м yo +(1-х)° 
*(1=3+/y? н х)? 


ғ. 
4у-(1-х)4 
BA ola a = dx integrando үу” +(1—х)” =x+c,parax=y=0,1=c, 
үу + @- х)° 
уі =4сх 





174) Hallar la curva para la cual la longitud del segmento interceptado en el eje de 
ordenadas por la normal cualquiera de sus puntos, es igual a la distancia desde 
este punto al origen de coordenadas. 


Solución 


L, 





Dato del problema 4, = 4;, la ecuación de la tangente es: 


L, : Y—Yo = Уу(хаХх-хо) 











ecuación de la normal: Ly: y=Yg = A) 
у' (х0) 
х Хо 
de donde у---- iaa 
y (хо) y" (xp) 
parax=0, d, = ыг + уо además 4, -үх +54 
y'(xo) 


сото 4) =d, > 


? 3 . хах 2 2 
+ Yo =/Xy + уу , generalizando 73 ж.улүх + 
у 


Хү 
y (xo) 
xdx + (yx? жу? Уау =0, es homogénea 
y=ux => dy=udx+xdu, simplificando 


ы! 
(1+u? -иү1-и? )ах+ х(и —ї+ и? )du =0 
69 
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ах u—-Vl+u? 


+ 


х 1+u? -иуі+и? 


x 


du=0, integrando y reemplazando Жар Оа ЖЕ Же +Y0) = 2x2 ы лл; 
У (хо 


1 1 
u= se tiene: уе i == х to=20 ху?) 


2 2 т, : 
Hallar la curva para la cual el producto de la abscisa de cualquiera de sus Жы; алымы 


puntos рог la magnitud de sus puntos por la magnitud del segmento 
interceptado en el eje OY por la normal, es igual al duplo del cuadrado de la 
distancia desde este punto al origen de coordenadas. 


sea y=ux => dy=udx+x du, reemplazando en la ecuación 


х?ах+(х?и -2x? -2x?%4? )(иах + хаи) =0 , simplificando 


Solución 


dx+(u—2-u?Nudx + хаи) = 0, agrupando 


(u? —-2u-u? +1dx+x(u-2-u? )du=0, separando la variable 





dx 71207505 : 
+ z du=0, integrando y reemplazando para u = > se tiene: 
х 


Р ан 





Condición del problema хуа, -242, la ecuación de la recta tangente es: 
L,: y— Yo = У(хоХх-хо) 


; : 1 
ecuación de la normales: Ly: У-Уул--т--(Х-Хо) 


y' (xp) 


Хо 








Ly: y=- + 


x 
жу 
y (xo) y'(xo) 


parax=0 > бесе йы 4, = xi +» por lo tanto: 
У (Xo 
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ECUACIONES LINEALES DE PRIMER Resolver las Ecuaciones Diferenciales siguientes: 


ECUACIONES DE BERNOULLI 





176) у+2у=х? +2х 


Solución 
La ecuación diferencial de la forma: 
La solución es: 
ФУ Py =00) (1) 
J 355 (х)ах (х)ах 
ах y=e І» ІШ О(х)ах + с] ... (1) 
donde P(x) y Q(x) son funciones continuas de x, se llama ecuación diferencial lineal de donde P(x)=2 y Q(x)= х? +2х (027 


primer orden. 
| я 77 luego reemplazando (2) en (1) se tiene: 
Si О(х) = 0, la ecuación (1) se llama ecuación diferencial lineal homogénea, y es de 


variable separable y su solución es dada por: М [ бас [ 27% 
у=е [fe (х? +2x)dx+c], efectuando la integral 


-{ р(х)ах 


y = çe х 
х= е ие (x? + 2х)ах+ с] 


2x 


si Q(x) % 0, la ecuación (1) se llama ecuación diferencial lineal no homogénea, y su 








Е , 22% х? +х-1 ТЖ 
solución es dada por la expresión. уге ала Х г +с] рог lo tanto: 
2 
- » 4 у нь. 
ТЭГ foco Yo ке! = E e e ta 

Ecuación de Bernoulli. La ecuación diferencial de Bernoulli es de la forma: | 177) TE E ENAN 

- р(х)у = О(х)у" .. 0) Solución 

dx 

2-1 “уе! 


la solución ев: 





2 ї насо, ga 
donde n % 0,1, para resolver esta ecuación se transforma en una ecuación diferencial (х +2х-)у-(х+)у=х-1 => y 


lineal, mediante la sustitución. 


1 к xX +2х-1 
ПЕ [рода р [родах 
л у=е [fe О(х)ах--с| 
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Х+1 х-1 








donde AA х A О) = “қас? reemplazando se tiene: 
х“ +2х-1 х“ +2х-1 
sel 
> ЕР dx -1-с---4А 
y=e | х7%2х-1 е 158125 Цэн dx+c] 
хі ж2х-1 
быб e 
—in(x*+2x-1) --ітх“%2х-1) 2 
y=e? [fe 3 мас на 
EP 179) 
y= Jx? aa A aa 
(аё +2х—1)” 


= үх? +2х- ка ——====)+с]|, integrando 


тут +2х-1 


+c) рог10 tanto: -. у= х+суүх? +2х—1 


Е A | 
й 2 3 JN | 


178) хіпху-у-х? (З1пх—1) 


Solución 
2 
=l 
xinxy-y=x*(3lnx-1) > г L 
xlnx In x 


х)ах {р(х d. 
como la solución es: у=е н fe” ; `О(х)ах + с] donde: 


3 — 
palo y аша = 
хіпх ma 














q dx р ах 2 єв 
! а е xina <Glnx ЭГ Ф: 


reemplazando se Пепе: у-е л 
nx 
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2 
ра ia x (31пх—1) dx+c] 


In x 
3 3 
у=шҗ{[а(^—)+с] > у=1пх(—<—+с) 
J х Inx 


por lo tanto: y=x*+cInx 
(a? —х?)у'+ху=а? 


Solución 








06 IN С. 2 = 
A y a 


2 ~] Pd ода 
como la solución es: у =е [> [г `О(х)ах + с] 


2 








х 
donde р(х) = ——— у О(х) = я ~, reemplazando se tiene: 
a a 7 


жік 2 
y=e Їл х? Р PE ma ы 7 хе) 














Anta tz?) nta?) 
2 2 
y=ewe Пе 7 dx+c] 


БЕТТІ ах 
у= уа с АС. entonces 
a 


20 у 





-)%с) = porfa? – M6) 


Е аат нез 


рог lo tanto: у= х+ eva? х? 
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180) 


181) 
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2xy'-y =3x 2 | 
Solución | 
3 
2ху-у -3х2 > ¡o y s 
xX 2 


(1)dx (дас 
сото la solución es: y=e ЇР ife! О(х)ах + с] 


donde Р(х) = -+ у О(х)= З ‚ reemplazando se tiene: 
5% 


182) 


dx dx 
уе | apfel 25 31 dese] 


Тас > х 3 
кт. [fe 2 xadx+c] => y = Ух [ао 


y=dx( +с) > y=x?+eoWx 


(x+Ddy-[2y+(x+1)*Jdx =0 
Solución 
(x+Ddy -[2у + (х +1) ах =0 


y - 295 у=(х+ 1)? ‚ como la solución es: 


dx х+1 


fE АШЫГ +с] 


donde RUPES у О(х)-(х-1у 
X 





42 Шы 
reemplazando se tiene: у=е 21 x (x+1) фес) 


y e MED f үс ду есі 


2 
у= «+ Ц сас е]= AE) 
(х+1)* қ 
por lo tanto: узс- БУ" 
5% 1 
xsen у+25еп2у 
Solución 
' 1 dy 1 


у= => хэ 
xsen у+25еп2у dx  xseny+2sen2y 





rr бао =, lio сай 2у 
ау dv 


la solución es: х-е Foco Ju VS О(х)ах + с] 
de donde Р(х) = -ѕепу , О(у) = 2 sen 2у, reemplazando se tiene: 


кү! шин зеп Бу ж 2vdy + с] 


х= є гаје» sen y cos y dy + c] 


Х-е “*[(4-4co: ОЕА созу) сее? 


созу 


1 
х= —+ се 
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183) у-2ху- 2хе" 
Solución 
-| рєхэдк y) хі 
ү=е ji Ad dera donde p(x)=-2x у q(x)=2xe 
5 -| хак Ем y 1 85) 
reemplazando se tiene: y=e [fe 2хе” dx+c] 
y= ай 1] 2xdx+c] Бол (х? +c) porlo tanto: 
2 x? 
у=(х° +c)e 
3 3 823220) 
184) х(х” +1)у'+(2х A та 
Solución 
3 3 х0 Балет 3 Ч 
x(x” +1)у+(2х° +1)y == dividiendo entre x(x” +1) entonces: 
х 
| 2х3-1 2-2 5.2: Pe 
у == Peuación lineal en y, la solución es: 
x(x? +1) x “(x +1) 
ye ife fpa O- donde бә 2-І sl хї-2 Р. 
t (2 ее. 
ы x(x? +1) x(x dl 
25 -l ж f- 2х” = т 
“акт < 72 
reemplazando se tiene: y=e 7” єў “ife дад ый + e] 
x (x +1) 
3 3 
ki xati ү" 23) 32 
ваа! 2 е 5 -2-2 аад 
х“(х” +1) 
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1 
EN ra 3 өзе) 
el ХУ ХЭ 
сх | 
por lo tanto: у=———+— 
ан 


у+усоѕх = ѕепхсоѕх, у =1 


Solución 





(х)ах (х)ах 
у=е fe е" À q(x)dx+c] donde: p(x)=cosx у q(x)= sen x cos x 


e а | cos хах feos хах 
reemplazando se tiene: у=е [ [ е sen xcos x dx +c] 


y=e pe sen x соз x dx +c] 


— sena 


ет [sen xe**" Жы a 


-sen х 


y +c] => y=senx-1+ce 


para x=0, y=] = 1=0-1+c entonces с= 2, porlo tanto: 


зеп х 


у= 2е +senx—1 


xinay-(L+ln oy +3 Х234ах)-0 
Solución 
- ax «А8 | 
х1пх,у—(1+1пх)у+-— (2+Inx)=0, dividiendo entre хіп х entonces se tiene: 


_Q+ In x) 5% 
у= , Ecuación lineal en y, la solucion es: 


бот 


б 1+1пх 





хш 
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f poode f peoa ca ітіпт "Ба 2+1п | арч, 8. 
эс Це ы ЖР эн хіпх $190) 2-[х lnx cuya solución es: z=e | 5 [fe x xdx+c] entonces: 
г Ізіпх 1% іп х 
Цай Ж [O E _ „2!пх І раз 2 
reemplazando se tiene: у= е j viny [fet хта ----4х-с| т=е | аста) =>" =x"+cx 
2x Inx Inx 
188) 8ху'–у = тыас 
у=е ашгаа. -fe 1п(х.іп х) 24104 A e] yA x+1 
9 2-/х In x 
Solución 
yt] elija )+c] ЭР” 
2 ххіп х 8ху-у-- entonces a у= = , ecuacion de Bernoulli 
ТІНІ 8x -T 
y=x.lnx( | +c) por lo tanto: y =-/х +cxInx 
4х In x multiplicando por үс se tiene: у? ы ЖАЙ y? = хоч 
dx 8x' 8х-/х-1 
ы t? 4 dz 3 dy ? 
187) 3ху-2у--т sea 2 = у entonces % =4y 2% , reemplazando еп la ecuación se tiene: 
х х 
Solución 
ік: зген. 2 : » 9. 2 ecuación lineal 
3 2 Б АСЫК, =- = F == , 
39292 > улаан y=-%_ ecuación de Bernoulli 4 ах 8х 8xyx+l dx 2x 2x/x+1 
2 3x 3y* 
7 
TA В Е 2 dx 
2 k cuya solución es: [= ца їг 
2У22,.41.,3 multiplicidad рог y? улт 
dx Зх 3 
ЗАД ins dx 1 
; 2 2-е -fe == te] entonces 
2 2 зх? 51. 
ах 3х 3 
dz dy Я -[————— fa ЧЫ 
sea 2= у? => ж =3у? Ы , reemplazando se tiene: B= Үх[- = сэн +c] > z= “хү (+) + 0] 
14_2,_ х" => dz 27 x? ecuación lineal . Axl хн +с)= үх +1 1же/х por lo tanto: y? =^/х +1 +с^/х 
3 ах Зх 3 dx x Jx 
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189) (ху+х2у?)у=1 


Solución 


dy 
(ay+x?y?)y'=1 => (уж у-ті 
191) 


ате А E y 
dy 


7 


= entonces 
Ак xy+x"y 


o -xy = x? y? multiplicidad por х” 
4 


2 


dx 21 3 „ү dz -2 dx 
х? nyx ку”, sea 2-Х >=" 
¿e 2? d dy 


dz 3 32% . 
25 хоол у2--у”, la solución ев: 
y 


2 


ЗАН 
O өзде 2 Efe 2 y dy+c] => 


y y y 


е: арад 192) 
2-6 ?[—у“е? «262 +c] por lo tanto: 


p? 
? Ж АЙЕ 
==2-у?+се 2 
= 


190) у-у- 2хе**" 


Solución 


Ғы 


Сото у-е pu нө are donde р(х) =-1 y д(х)-2хе” 


| da “х Ба 
Reemplazando se tiene: у =е је) 2хе””" dx+c] 
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у-е хе" жесі entonces y=e*(e” жс) 


2 
por lo tanto: уе" +ce* 
: 2 
xy'=y+x" senx 
Solución 


' 2 dy 1 00 > 
xy'=y+x"senx => зт ХА, ecuación lineal 


la solución es: y= el шин, тамы (хуйх с] 


-[-2. 2 
“Це х xsen xdx+c] 


y= e"*[fe™*xsenxdr+c] -х(-совх-с) 


por lo tanto: у = -х COS X + сх 


х?у'+2х?у = у?(1+2х?) 














Solución 
2 3 2 2 › (1421?) Р 
хэуч2х у-у (142х:) entonces у+2ху= у а”, ecuación de Bernoulli 
x 
2 
multiplicando рог y? ве tiene: у ?у'+2ху = ұқ сы 
х 
ѕеа 2-у => 2. нуу reemplazando 
2 
- нэ, > ё 2222 18 , ecuación lineal donde la solución es: 
x dx х? 
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2 
аер је MA ы сө) г=-у? жа! +су porlo tanto: Хо салс 

















ж -су 
ее 1425” me” ае ә+а 194) 25епх.у+усозх = у? (xcosx — вопх) 
Ғы х 
Solución 
| й 42 
por lo tanto: >! pa 2sen х.у'+усозх = у (xcosx-senx) de donde 
dy ctgx хсовх- 
193) va 23 - ya ЗЕ Зав у= { ж спа х 88) ‚ ecuación de Bernoulli 
2 2 sen x 
ях =й 
Solución 7 
multiplicando por у ° se tiene: у? CORE BA 22 MES ASA 
2xy de x-y -aF ах 1 а бы dx 2 2 sen х 
ў= - Ех = - de donde = гын х 
5 х? = -а? ау 2ху ау 2у 2у 
Ж dz dy 2 
г ж] у2 +а? ѕеа 2= у 2 > т = opi E reemplazando а д шог Бп 
multiplicando por х se tiene: х ida x =-: as xX 2 2 2senx 
у Ly e 
dz хэ 4 
ЫА у ым ---сірх2--(хсірх-1) ecuación lineal cuya solución es: 
2 dz dx 142:1 y“ +a dx 
sea z=x^ = —=2x—, reemplazando ------2--- de donde 
dy dy 24у 2y 


e xdx -с 
телу 2 Efe! ім ЕТ ы 





2-3 
| ур (роза 
E l=} +I cuya solución es: т=е fro "је!" "40у)ду+с] donde 
y 


z= хамг, аг: tg x—1)dx+c] 


| 2 
PO) =- a у q0)= хам reemplazando se tiene: 
y У 








2 xcosx-sen x 
y * =sen же pre dx+c] entonces: 
7 sen х 
dy І М2. 4 
ЕЕ y ха Ё 39 х 
те"? Efe y dy+c] y 2 = sen x[d(——)+c]=senx(— -+c) porlo tanto: 
1 sen x sen x 

2 522 2 1 

жа а 
2=е*1-|2 5 dy+c]= у(-у+——+с) entonces „2 =х+свепх 

у 22 
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195) 


196) 


Rā 








х +у+1 
Solución 
2 3 
1 
pe > e 3 йы de donde 
х'+у+1 dy 3x“ 
ік 1 +1 А : 
25.41 үнд М х E ecuación de Bernoulli 
dy 3 3 
a 2 А 2 ах 197: ул! 
multiplicando por х” se tiene: х ----Х ---- 
dy 3 3 
а 142 1 а: 
sea 2=х => Жі езу2 Ей reemplazando - alo ЖАРАР, 
ау ау зау 3 3 


dz a К д 
de donde Foa z=y+l, ecuación lineal cuya solución es: 


2=е | КЁ Y (у +1)4у+ с] 


2=е1е 7 (у+1)4у+с] => x? =е?[-е "(y+1)-e ? жс) 





por lo tanto: хі =-y-2+ce” 
4! 
х 
у Ж 2 х. (ES y 
| х2 +х+і (х2 + +19372 
Solución 


Multiplicando por y 2 se tiene: 








ЭЛЧ 2 
узун A RN 
с БАХ, 3/2 
ӘТІР) (Хх^+х+1) 
el dz 2. 
sea z=y. => nn y', reemplazando еп (1) 


E, 2x+1 Р 1=x? 
ах (х? +х+1) (х?+х+1)??? 


аг E SS 


A E аа. СОПАСОП lineal cuya solución es: 


de (x? ERTA (х2 +х+1) 





2х+1 [- 2х+1 Желі». 2 
2-й СТЕ Жл 0(х°+х+1) (x* —1) 
Ife 2 20322 
(х2 +х+1) 
ЦЭ, +х+1) E ї(х?+х+1) (25 =; 
Сы | er ақ A ах + с] 


(х2 +х+1) 


гака ++ це apt 


(x A 

Е | 2 х 55 

гс ХЭ A + da Елі 
x“ +x+l Үх +х+1 


21 х 
учет ешн о ЫГ! 
Мх? +х+1 > 


2 FE 
М х^ +a = 
зул) В. 2 ээ RFJ 

a ус a 


Solución 


кара Ашы 
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2 : 2%. х жа? ‚_ 31? -а?) 
Multiplicando por y” se tiene: 3y зе, а 7977 


а: f д 
sea = y? > — = 3у2у , al reemplazar se tiene: 


28:12 ЛЕ 9 | 
25 + A ай аын ‚ ecuación lineal cuya solución ез: 
dx x(x? za?) x*-a 


хїжа! хї+а? 
-1-525--4 тала. е 2-42 
Hi Li хөх го" р 
хта 























х х2+а? 28. 2 
ЖУ. уб. са) ы 
Ха 
z=- If Gx -а саана E axe] 
5 қ | ба 07 
х -а 
2 2 єх 
р =х + 
por lo tanto: y 4-2 
198)  (L+x?)y'= xy +x y? 
Solución 
х? 24 1 x? 
> y y ipli 2 se tiene: у У---2 = 
y PE СЕТ, multiplicando por y yy 52 ы: 
а: х ро 
E 17, ------2- ‚ ecuación lineal. 
sea 2-у => E y “y' entonces A Ад: 
Хх х 
араа 224 
15-06 BES ye ¿Y + с] 
1+х 
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199) 





2 





! 2) 1 2 
--Ш(-хЭ тшй?) х 
ге?” -fe dx+c] 


2% 








1 х? 
= [-| === dx+c] por lo tanto: 
{1+ х? ғ. 





із A Цэ ++ Лал lee 





y 414 * 4 
ух аы аша а 
1+х 2. 
Solución 
Multiplicando por y? se tiene: y” 7%5- ш ү, 
1+х 2 
= dz Dy de 

sea z=y > = ш-у “y', reemplazando en la ecuación: 
PA 47 (хы): эс ы «сар ecuación lineal cuya solución es: 

de lex 2 TaT О е 5 


-J 


= EN 
ы юе н GD dc) 
208 ашигаа 24% х)?ах+с] 


(x+? 
2 





dx+c] porlo tanto: 


<-а-Ц 


7. 
ы Аар) 


> 


y 
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200) 


201) 


90 

















E 


dy 
2, 2 ы к: 
(х^ + y“ +Ddy + xy dx =0 хээ mjor У (21п y+Ddy+c] entonces: 


Solución 
9 а= Uf еб (дп y+Ddy+c] => х= If Qyiny+y)dy+c] 
dx 2 2 dx 1 y+l ыз : y 
w= +x +yó+1=0 > --4-х--5---х , ecuación de Bernoulli 
dy dy y y 
por lo tanto: x= yIny+£ 
y 








2? 
иа 
multiplicando рог х se tiene: E лы 
И Y y 
202) x(x-1)y'+y =x? (2x-1) 
або: dz dx : 
sea 21-Х => Ёл Ша, reemplazando en la ecuación Solución 
"dl 241 а? 241 ЭЕ у= ав х, ecuación lineal cuya solució 
> , ución еѕ: 
ССИ ы. = Hita? 4 ), ecuación lineal cuya solución es: х(х—1) =! 2 4 
2dy у y dy y ye: 
ES 
So, Sia УШ ыы а е 
1-6 [ -[е? Ea Р х-1 


Im, “= 
у=е х1 Це бас 


3 


2 4 2 
_ -2I 2my,Y +1 "НӨ? жаз 9% 
e fe р > x ай ж 





ds c] 


y e Ж Ж 2 
y= О-мен = y= Qa? -x+0) 


ee ti > 2x? y? =-y* -2y? +20 
2 2 
Ө y 
Р por lo tanto: уда 
por lo tanto: y +2х2у>+2у? =k х-1 
ya y 103) у-уірх-весх, y| 20 
2y In y+y-x 22) 
Solución Solución 
2x1 - 
dr ESE = ТЕ 21пу+1, ecuación lineal cuya solución е Р -І-вха Г-иха _ 
ау ЕС dy y утна Пе вес xdx+c] 
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204) 


205) 


92 













-n езі “2 У 05 2 233. 
ус СЭР 115605 сес xdx+c] entonces: Утаа ра PRIS ACOS FL 


sec x 4 
ах + с) = зес х(х+с), рагах = 0 se tiene c = 0 





уеше х| sec“ 2У9 55% 2x=0 entonces: 


Sec x 


y dz : А 
por lo tanto: у= ѕесх (х+ 0) => у= 20288 sea 12-21 - => --- ѕес? Ў .у', reemplazando еп la ecuación: 
COS х 2 dx 2 


dz 225 8 : 
T +z = —2x , ecuación lineal cuya solución es: 
х 


y'cos у+ѕеп у= х+1 
Solución 
-14 ах 
1-6 ШЕ, хах+с] = 2-е *[-Lxe* —-e*)+c] 


dz А 3: 
Sea z=seny => к = соз y.y', reemplazando en la ecuación: 


* entonces tg Хүхэ 


y Е 
212 = –2(х—1) +0e 
82 (xD +e 2 


dz ан ЭР 
F -+z = x+ 1, ecuación lineal cuya solución es: 
х 


e e 2 п х п 
ге ора = 2=e If e*(x+Ddx+c] 206) IA (+x) 


por lo tanto: sen y=x+ce * Solución 


AN [a 
y'+sen y+xcosy+x=0 yaren ife x+ e*(1+x)"dr+tc] 


Solución Ay =i t (1+x)"dx+c] entonces: 


Sea sen у = 2sen Č cos È, cos y = cos? Y sen? 2 
2 2 2 2 





y =(x+1)"(e? +c) 


y'+2sen2cos2+xcos? 2 -xsent2+x=0 і 
277 2 2 | уда =ny(x) 


Е Solución 


y'+2 sen А cos E + ХС0$ %- x(1- cos? 2) +x=0, simplificando 
2 2 2 2 


93 


208) 


94 


Sea z¿=0x => 4 ыда, para ї-0,2-0,0-1, гэх 
х 


ох)аа = пу(х) reemplazando f w(z) ёс =ny(x), derivando: 
[y aa =ny =“ 


М “ тө! г. 215412) 
~ [vod = туда) 25 q Гисас + ў 


=ny'(x) 


у(х) 


X 


Ч 1 ұу 
сото [ода =nxy'(x) entonces асыны + =ny (x) 


w(x) 1-п 


entonces: -- 
W(x) пх 





(1-п) 


y(x) =пү'(х) 


l-n 
integrando In(y(x)) = In AE у +1пс 


1-п (1: 


тиү(х-іпсх ” entonces: ш(хэсх ” 
= 2 
y+xsen2y=xe соѕ y 
Solución 


5 


=” 2 : 2-3 4 
y'+xsen2y=xe"* cos? у = sec” y.y'+2xtg у= хе 


ї 


dz s А dz м. 
sea z=tgy = 55 = sec? ху.у', reemplazando se tiene —+ 2х2 = М 
dy dx 


z= Sp е е dx+c] entonces tgy=e * Ц xax +c] 


-Х 6 


хе ын 
+ce * 


шу--- 





por lo tanto: 








En los problemas que se dan a continuación hay que hallar las soluciones de las 
ecuaciones que satisface a las condiciones indicadas. 


209) 


210) 


У-2ху = соз х— 2хвеп х, yes una función acotada cuando х —>00 
Solución 
-|-2хах -2х dx 
у=е | 5 tfe! 5 (cos х – 2x sen x)dx + с] 
y= е^ [ | е“ (соѕ х – 2х ѕеп x)dx+c] entonces: 


у=еаа" senx)+c] => y=e le” senx+c) 


2 . , 
y=3senx+ce* como sen х varia entre —1 y 1 además y es acotada cuando 


x=% ->с-0, porlo tanto: y=senx 


24/5 у-у =-senyx –соѕ үх , y ез acotada cuando х -эсо 
Solución 


Те sen Vx +cos /x ЕАР" 3 
Ж? =- 4 , €cuación lineal cuya solución es: 
de 2 - 
ҮҮ: ЕТЕР, сне 
учебе бева д 
57 


y =P [fare cos /x)+c] => y=e (e сов-/х +c) 


y= cos /x +ceW* como cos x varia entre —1 y 1, además y es acotada cuando 


x>3+0o => с-0 porlo tanto y =соз-/х 


ionario.net 95 








211) у-у!п2=2#°*(созх—1)1п2, yes acotada cuando х —»+00 
Solución 
& 213 
йк 12% авах (cos x —]1у1п2@х+с] ! 
=e" pfe эмн (сова 2с] 
у-е Ше" "тусд 
у=е*!®Ч(е-*"®2°°®* +с) => PA 
como sen х varia entre —1 y 1, además y es acotada cuando x>+wo => c=0 
por lo tanto: VEA a 
212) 2х? y'=xy = 2x cosx -3 sen x , y —> 0, cuando x —+00 
Solución 
y 1 _ 2xcosx-3senx 
Ї эх” 2х? 
dx dy 
Pje T Бин. = 114) 
2х 
Inx 
аб 59 ШЕ -5 qe A +] 
х 





РЕ ІІ Бен зеп уы = у= JE ЕСЕ су- + exa 


3/2 


como sen х varia entre —1 y 1 además y >0 cuando x >+% > с-0 


96 www.els 








se 
por lo tanto: ve шысы 
Т 
: n? х 
у зепх-усовх-------, у->0 cuando х > 0 
E 
Solución 


: sen x 
у-сї\рх.у = -— 
32 





, ecuación lineal cuya solución es: 


ctgxdx xdx 
ab gx [fe ГЕ ё: ова) 


_ „ln(senx)r 1 coSs x 
y=e "fe мын 5 )Фх+ё] entonces: 





ах sen x 
у=зепә{-| + с] шеу (ре +сѕепх 
yl 2 


сото зеп х varia entre -1 у 1 además у->0, cuando x=% => c=0 





por lo tanto: у= ЭХ 
AX 
(1-х? )1п(1+х? )у'—2ху =In(1+x?)-2x агсірх, у s% cuando x —>-% 
Solución 
dy 2x | 2xarctex 





ENE IE = ‚ ecuación lineal, la solució : 
dx (й+х?)їпї+х?у lex? (1+) index?) o 


Га 2хах f -2x dx 
кше ult) daa, 1 2x.arctg x 
= [je a 38004 
Mx? (1+x? )In(1+ x? ) 
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=н : р эээ ашса "ш 216) у-уіпх--(1%21пх)х *, y >0 cuando х >+% 
(1+x*)In(1+x”) (1+х*)1п(1+ х7) 
Solución 
gx 
=1In(1+x a жуы! -| -in хах ахах 
Іт(1-- е | 5 fel әк (1+21пх)х *dx+c] 
ІТ тіс 2; ут enaj ES Іпхух “Әкесі 
In(1+x*) 
ai . 2 ады = ( 2, 
y =arcigx+cin(1+x"), para у->->, cuando х >% => с= 0 у=х*е "-_[е'а+2шхух?ас+с] 
por lo tanto: y = arctg х = 2 
y=x%e "ае" х хус] > ушке Мех тік +c) 
215) У-еу-- вете" созди у — 2, cuando x —>-00 ий: е ! 
х х х Ух *+cx%e* para у 0, cuando x>% => с= 0 


-x 


Solución por lo tanto: у=х 





“dx е” 1 1 
ун ife! ? ( - sen ——e* cos—)dx+c] 
y A X 


у=е“ к e сов-)х+с] 


* жа 1 1 
y= [fate e cos )+c] > уз [e * cos—+c] 
Х х 
| e 
y=cos—+ce” cuando у-э2, Х-»-0 
x 
1 
У-<05- 
саз к= 38 -; 6=2-1,> өті, por lo tanto: 
5, 


3 Ї 
y=e" +cos— 
х 
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ECUACIONES DIFERENCIALES EXACTAS, FACTOR 


[INTEGRANTE] 


La ecuación diferencial de la forma: 


M(x,yJdx + М(х,у)ду = 0 





... (1) 





Se denomina ecuación diferencial exacta si su primer miembro es la diferencial total de 
una función u(x,y) 


Mdx + Мау = du “уе — dy 
Ox dy 


la condición necesaria y suficiente para que la ecuación (1) sea una ecuación diferencial 
exacta es que se cumpla la condición. 


IM _ ON 


ду ШЕ ша, 


La integral general de la ecuación (1) tiene la forma u(x,y) = с, о bien. 


(с М(х, уудх + МО, yMy=0 ... @ 
Хо Уо 


En algunos casos, por cierto muy excepcionales, cuando (1) no representa una ecuación 
diferencial exacta, se consigue hallar una función u(x,y) tal que al multiplicar el primer 
miembro de (1) por ella, resulta una diferencial total: 


du = u Мах + u Ndy -.. (4) 


Tal función u(x,y) se llama factor integrante, según la definición de factor integrante se 








tiene: 
дим 9 du ди ӘМ ӘМ 
= 2 uN dedonde М-М 2 -(28- 
dy йс a dx dy ; ду 9% Ё 


consideremos los siguiente casos: 
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Primer Caso.- Si u es una función solo de х. 


ди 
Entonces: —=0 = u(——-—)=N=- 
ду улайсан 


ðu 1 M du 1 ôM әм 
ж” қамыс 523 de donde сЕ % С ЖЕ ГЕ ——)@х = f(x)dx , integrando se tiene: 


% 


Inu = | f(x)dx = и е1 7% 


Segundo Caso.- Si и es una función solo de y entonces: 


ди ОМ ОМ ди 

©; = 0 Ше —- --М-- 

Эх go “ y a ұт) ду 

ðu и ОМ du 

ду = “М Оу а -28, de donde T -> E у= = р(у)ау, integrando 


inu = (во) EN A 


Integrar las ecuaciones. 


217) х(2х? + y?) + у(х? +2y?)y'=0 


Solución 
ам, 
ра ду 582 
уу? 2 \ 
уб? +2у?) pam 
ôx 


ON = 
a la ecuación es exacta 
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218) 
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ôf (x, y) ôf (x, у) ГО, у) = х? +3х2у? +g(y) derivando геѕресіо ау 
х, у (х,у) _ 
> З/(ху) taque LEL=5M у ду Бо 
28 д/ (х, y) 
E A Мугу 
ду 


ОГ, У) _ (2х2 + y?) integrando respecto а х. 








бхіу +g'(y)= 6x? y+ 4у? entonces g'(y)=4y? entonces е(у)=у*+с > 














4 212 
х жу А 
say = хох? +у?)ах+ g(y) жг 2 +g(y), derivando fx у) = х? су улар por lo tanto: pre: +3x? y? АЙН 
AY узу рубу) = № entonces x%y+8g'()=y00 +20?) 219) LT T ы, 
ду цаг yx? + y? х y ү + 12” 1% 
: 10 Solución 
(y) =2y? =} + с, reemplazando en la función 
8'(у) =2у > 80) 2 
р ZE Д ¿1,1 oM "9: ху 1 
Зур ы Зуу! Хх AA 69 

(х,у) =LE+22 +40 porlo tanto: e y ээж үх?) 2 аад yO у 

> 2 2 2 N= y 43 1 х ÓN >; хү | 


7 








Ox (174 y?) у“ 
(3х? +6ху2)ах + (6х2 у +4y* dy =0 


ôM ƏN + 
Luego ----- Іа ecuación es exacta 
ду д 


Solución 
ôM Entonces 3 f(x, y) tal que 8083) -М Y) = № де donde 
5 — =12xy 22 ду 
М =3x? +6xy ы ду 
ша; АС? 3 ON of 
N=6x"y+4y — =12xy EN сс х e. ча, integrando respecto a х. 
| Ox Ox lx? +4 y? рс Жу 


Lueg a la ecuación es exacta | 
; 115 мын 
ТО») иссе а) =x? +y’ +lnx+ О derivando 
Y (x, y) A х^+у 
Entonces Э /(х, y) tal que = М у қ М 





CAC IS +8'(y)=N 
ий, IA 421 


of (x, y) =3x? + бху? integrando respecto a х. 
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у 96. 
2 la т 
ху: y O ТУ 


gt) =2 > 2(у)-іпуғс, reemplazando en la función: 
ээ” : 


A A : 
= +y? +Inx+=+Iny+c por lo tanto: 
/ (х,у) = үх жу » А 


Ме + y? +Inxyy+2=k 
y 


‚3 у? 
220) (3x? tey- yd + tx? sec? y+4y? + My =0 
х х 





Solución 
2y? M ТИ А 
= 570 A SEC 
м-» tg y 3 2 TI 
3 өз 6y? 
ЗУ. сэн sec Еа” 
дх 


[n= sec? y+4y? + 
x 


д N ” | 
м р - la ecuación es exacta, entonces: 


Luego 
д/(х, у) _ Ox. у) _ М de donde 
3/(x.y) tal que Е-е < ду 


2у? 
f(x, у) y) =3х° tgy- ЗУ. integrando con respecto а X. 
Ж 


3 


2 3 
ГО, у) = | вх“сау- 204+ в = 


> +g(y), derivando 





> 


of (х, - 
с Ж o 
Хх 


оу 
2 2 
3 2 Зу 31 
xX sec y+—— + g'(y)= x? sec? VF 4y? %--: entonces 
х \ 


8(у)- 4у? entonces р(у)=у*+с, reemplazando en la función: 


3 
у 
S(x,y) = tg y+ аа +c рог lo tanto: 
х 
3 


y 
х! tgy+ y? +G=-k. 
39 

















22.79 275272 
21) Oria У gy 
Е, ху 
Solución 
ӨТЕ. 
Мы, Ала; Ш в 
Хор ду V x 
EE A АД 
A A eje 
ху х 
4 д ON 
Luego ------- la ecuacion es exacta, entonces: 
Oy бх 
1х, у "ТТ, 
З/(х,у) tal que Фу) М у 054 у! = М de donde 
Ox О} 


Of (y E, Mayta Р 
=2x+ -- integrando respecto ах se tiene 


ox > 
+4 y? зоф y | 
/@х,у)= | х» 5 —Jdx+g(y) =х +=-=+g(y), derivando 
xy vadi 
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ionario.net 


222) 


Mx, E х | +2 (y)=N 
є X 





106 


oy y 


y 2 XxX 


ы EY 
(х,у) = х2 + -—-+с por lo tanto: 
y х 


Э У i 
sen2x уйх-(у- Ay =0 
y 


(== “55503 
y 


2 
м _ зеп2х 
ү 
2 
веп 
М= г > 
y? 
Luego 


Entonces 3 f(x, y) 


Of (x,y) _ sen2x 


дх 


еле)! 


дх 


у 


беле, хуйх (у) шиш 
y 








+g'(y) =-5-- entonces g'(y)=0 => р(у)-с reemplazando: 


САК Б 
os кау 
ух 
Solución 
ОМ sen2x 
ду y? 
=? 
ОМ 2senx.cosx .. зеп2х 
773 y? y 





que 90 


ОМ ОМ 
------- la ecuacion es exacta. 


M 





Я GREIN iN. de donde 
ду 


+x integrando respecto ах 


сов 2х 
2y 


PEI совы 


ду 


2y 


2, 





+ 2 +g(y), derivando 


2 


соѕ2х , sen” x 
т тана (2) Ате 
2 y 


3 sen? х cos? Х | ЧСР 
ЮУ а аа 
y 2y 2y 





1 Ж. Ж] 
8 (у)-у Е = шз 23 +— +c, reemplazando en la función 
y 


2 2 КЕ 
сов” х4-560 Х х^+у 
T +- y Ek 











2 2 
E Каны =- 
2у 25723"? 2у 2 2у 
l веп^х ТОЛУ 1 
=— + +— =k 
2ў у 2 2у 
2 МЛ, 
por lo tanto: Кы A, д 
y 2 





жу +2xy -L)dx+ (1+ х? +х?—1п x)dy =0 
х 


239 ( 
y ден? 
Solución 





oM х 1 
к= +2х-— 
ду 14 x? х 





M=_ 2 +2xy-2 | 
l+x? Жооэ 





| 


N=Ẹ41+x? +x? -Inx 


ӘМ ОМ 7 
--- Іа ecuación ев exacta, entonces ; 


Luego: — = 
2 ду ox ї tm 138 


З/(х,у) tal que YY м y LEN y de donde 
бх ду 
107 


сїопапо.пе! 








224) 


225) 
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Y (x, у) Эрэлч 2ху Lor. integrando respecto a x se tiene: 
бх 41--х? 5 


Т(х,у)-у 15220 +х?у-у1пх+р(у), derivando 


VED ет в) —1пх+@'(у) = 


ХХ +x? —Inx+g'(y)=V1+x? ох х 
g'(y)=0 => (у) =с reemplazando en la función: 


fa у) = уүй+х? +x2y-ylnx+c, por lo tanto: 


no ууізхі жхіу-уіпхе-і 


xdx + ydy б хау- ydx 





= 
час +у? х 
Solución 
xdx + ydy + х0) — yde =(), agrupando 


Tae 3 2 
yx? ы х 


2 2 y 3 2а „а^ 
+d(= -0 іше rando término a termino 
а«үх жу?) ан, Ё 


у 
fa y [а(®у=с entonces: (хі + y? экме 
х 


226) 


1 1 
(sen y +y sen х+ —)фс+(хсов у созх+-)0у =0 
1 2 ) 


Solución 


y +senxcos” ху 





ES = cos y +sen x 


|x- хсову- соз + = соѕ y +sen x 


ОМ 


ON + 
Luego a = ЕТ: la ecuación es exacta, entonces : 


3/(x, y) tal que 


VE» „м y 9053). de donde 


oV 


of (х, у) [н 
Та.” =sen y+ ysenx+— integrando respecto a x. 
xX 


1 
/ (х,у) = [пу + y senx +—)dx+ @(у) =xseny-ycosx+Inx+g(y) derivando 
х 


ЭС -хоову-созх+'у)= М 


Xx COS у —cosx+g'(y) = ‚ыруы Же. 
22 


8(У)-- => 8(у)-Шшужс reemplazando еп la función: 


/(х, у) = хѕеп y—ycosx+Inx+Ilny+c, por lo tanto: 


хѕеп y — усоѕх+1п(ху) = k 





dx+( 


7 +sen y dy = 0 
cos” xy cos” xy 


Solución 
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y +senx.cos” ИВОВ MECA у=" xy + 2xy sec? xy. tg ху 





d cos? xy 
ON 
+ sen y шин ху + 2xysec? Xy.tg ху 
cos” xy Ox 
como дм = 2 la ecuación diferencial es exacta 


, д " 
entonces З /(х, у) tal que q =M y ш = М de donde 


of (x, y) _ yten х.соз” ху 


Я integrando 
ox cos” xy 


f(x у) = fo sec? xy +sen x)dx + р(у) =tgxy-cosx+g(y) derivando 


иг озн! ху+ (уу- N 





2 ) А 
xsec” ху+ 2'(у) = z +sen у 
cos 


g'(y)=seny = g(y)=-cosy+c reemplazando en la función: 
f(x,y) =tgxy-cosx—cos y+c, porlo tanto: 


tg xy —cos x—cos y =k 


2 2 
=3 
228) 25 e E =0, Ara -1 
y y- м 2 
y 4 Solución 
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н N 
Luego Ea = гэн la ecuación diferencial es exacta, entonces: 


2 
ОГ(х,у)  y+senxcos” ху. } 
- =<- = integrando respecto а х se tiene: 
Ox сов” xy 


ЈА = [о sec? ху +ѕеп x)dx+g(v) = ір ху -соѕх+ р(у) entonces: 


О/ (х, y) 


=xsecxy+g'(y)=N 
ду 





2 
хес xy+g'(y)=- +sen y 


сов” ху 
g (y)=seny => gl(y)=-cosy++c reemplazando en la función 
f(x,y) =tgxy=cosx—cos y+c, por lo tanto: 


їр xy –соѕх -cosy = 


[п соѕ(их + ту) – т sen(mx + пу)јах + [т соѕ(пх + ту) – пѕеп(тх + ny)ldy = 0 


Solución 
|М = псоѕ(их+ ту) – тѕеп(тх+лу) _ | бу наг е оа 


| N = тсоз(їх+ ту) -n sen(mx+ny) к ӨМ 
=-птзепф@х+ту)—птсозфх+пу) 
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ӘМ ОМ pe | 
=> la ecuación es exacta, entonces: 


ду дх 


сото 


= М de donde 


3 f(x,y) tal que шал -М 


Y y) 
ду 
y =n cos(nx + ту) -m sen(mx + пу) integrando respecto a х ве. ene 
f(x, y) = fin cos(mx + ту) — m sen(ms + ny )jdx + g(y) 
= ѕеп(их+ my) + cos(mx + ny)+g(y), derivando respecto a y se tiene 
Ву) = соѕ(пх + ту) – пѕеп(тх + пу) + 2'(у) = № 


т cos(nx + ту) – пѕеп(тх+ пу) + g'(y) = т соѕ(пх+ лу) – л ѕеп(тх + ту) 
g (y)=0 = в(у)-с reemplazando en la función 
1 (х, у) = ѕеп(пих + ту) +cos(mx+my)+c, por lo tanto: 


sen(nx + my) + соѕ(тх+ пу) = k 











П 1 „Хх! y 
230) зэв ЕТ E 5 ЛЕ + — yd 7 хау) =) 
Мо + yx =) ууу -x x 
Solución 
о +( dit ы ЕЕ» )(уах- хау) -0 


Мо? + y ua? = y?) 


2 2 ыг 
dla lx? +у ЦЭ уах- хау Я еу» (00 -х0у) _ y 


= 2 
41-(х“ жу?) Ууу х Ў 
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231) 





х ы қ 
d(arcse х? жу? )-а(агсвеп-)--е”” ас; =0, integrando término a término 
y y 
| 4(агозеп x? +4 y? )+ | d(aresen =) + fer vai) =C 
y Y 
aresen yx? +y’ +агсзеп > +e" =c 


1 
Сезе — 7 сов +ijdr+ созу зеп ® +-1_у 0 
У ES х Ер іе q 


Solución 


ам 
M=-—sent- сов +1 E 1 воп 00 сой + sen? 
y V 5 х 55 д y y ер y х? x х х 
МЕ x 
|- cos? -ү5е = БЭЭР ёоо ог ММ». р 
ж хуз у у МЕУ Е E e ЭХ 
сото aya Y la ecuación es exacta, ent 
T—=— , entonces: 
a ces 
дї (х, дү (х, 
3 f(x,y) tal que LEN _ y y Фу) y de donde 
ox ду 
(у) 1 х уу 
--1------веп---->-сов:-%! integrando respect se ti 
а Уус 4 рга pecto a х se tiene 


2 1 
Tuy = | (— sen? эн cos + Пђах+ g(y) = —соз^+веп^+х+е(у) , derivando 
ОИУ) у х y х 


д (x, 
мн aP а o п, Ж 
y x 


ду y? 2 
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x х! 1 AS, Вена л 
- sen — + cos + к'(у) = —сов:——-^у зеп + 
ун. ушен Хоту у 


1 1 2 
цууг = —®+с lazando en la función 
2 ()= 5 g(y) р +c reemplaza 


х y 1 й 
f(x, у) = желе спе ЧЕТ por lo tanto: 
| р х di 


y х 1 
560---005-4Х--2К 
х y y 


232) у(х? + y? +а?)ау+х(х? +у? -а?)ах=0 





Solución 
ОМ 
220577" Сүү =2ху 
MENS ту да) М 19 
М= у(х? ку! жа?) ON ayy 
дх - 
Luego эн - en la ecuación es exacta, entonces: 


Sx у) = М de donde 
ду 


Э f(x,y) tal que УС) „м у 


9705»). x(x? + y? —a?) integrando respecto a x se tiene: 
Ox 


x?y? a? 2 


қ х : 
Jay) = Пе + y? -a° )dx+g(y) = ЕЖ... 52 +@(у), derivando 


4 2 


MA entonces: хул (уе у(х жу? жа?) 


бу 
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233) 





4 288: 


g'o) = у? +а?у = g(y) Сй а 5 +c reemplazando еп la función 





4 2252 2% 2 4 2232 





х ху ах y ау 
х, = + - +- ке кс 
S(x,y) Л 2 я Я қ 
por lo tanto: Hail y? -2a?x? +24? y? =k 


(х? +y?+1)dr-2xydy=0, p=p(y?-x?) 


Solución 
ЯМ, 
М =x +у? +1 ду Ў 
М--2ху E ON 
= —2 
a E) 
2 y 
ОМ ӘМ T 
Luego —— + —— la ecuación no es exacta 
Oy ж 


ІНЕ 


/(х)ах к= Р 1 
223 ите” ‘х =e UM de donde u= 
х 


2 2 
260 жу! +1)4х-27-а4х=0 ósea M= + entonces: 
x x 


х 
9М 2у 4 м--2У =. ФМ _2y 
ду х? х Ox x? 


д 


como ——=—— la ecuación es exacta, entonces: 
ду & 


- 
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2 
+ А, integrando 
ETE: 


: 
3 fx y) tal que ы = М de donde 
х 


д (х,у) _ 
ôx 


2 


faper ЖС Зав у) derivando Фу)” 2y 
х х ду 


-—+g'(y) = М entonces: 
х 


Arg > g'(y)=0 => р(у)-с reemplazando en la función 


2 
ама por lo tanto: 
хех 


у? == х 


234) (1-х?у)йх+х'(у-х)йу=0, р= ф(х). 


Solución 
ôM 2 
=1— 2 кз” 
| > У за 
N=x*(y-x) ОМ цох е 
дх 
ОМ ОМ 


сото E ж ES la ecuación no es exacta. 
Й х 





1,0M ОМ 1 2 di. 23(Х-4у) 
| ТМ ду ак? -х^—2ху+3х°)=—;—— 
еа /(х) Ny Ес р) х ) е 
J(x)=-= => y 2 1 


=—7, multiplicando а la ecuación diferencial 
х 


! 
— (l-x?y)dx + (y-x)dy =0 
x 
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] 
My д 
х = 
ГЕ E 
Ox 
ОМ ƏN 
como 





= —— la ecuación es exacta, entonces 
Ox 





YE, y) 01 (х, 
3 Қх,у) tal que “/ =M шын = М de donde 
с 17 
of (х, y) 1 : А 
Pp =— 7 У, integrando respecto а х se tiene: 
х 
1 2 öf х, у) 4 
Г(х, у) =- Ч xy +eg(y), derivando ду ==х®р(у)=М 


-х+2'(у)=у-х > 2 (Y)=y > р(у)= За» с reemplazando en la función 


үч 


1 йз 
S(x,y) == AY -{- 5 с рог lo tanto: 
x 


ху? —2x?y-2=hkx 


(3x? y+ у?)ах+(х? +3xy? dy =0 


Solución 
ОМ З 
4. SA 
аш 
127 ON 
сн +3y* 
ox 
















ОМ ОМ 


como ------- la ecuación es exacta, entonces 
ox 


ду 


JAED 0 (х, №) 
3 f(x,y) tal que SS =M =a 
б 


с) 


=N de donde 


ОГ) а Зх2у+у? integrando respecto а х se tiene: 


of (xv) Р 


дү 


: 3 Се 
f(x, у) -хіу-ху? +g(y) derivando х? ж3хуг-а (у)- № 


x? +3y?x+g'(y) =x? +3у°*х entonces g'(y)=0 => gly)=0 reemplazand 


\ 1 
Лх, у= үзху %с 


ы З po 
por lo tanto: . хтужху =k 


236) хас ydy + x(xdy — ydx)=0, и =y(x? жу?) 


Solución 





A la ecuación dada se escribe en la forma siguiente: 


(x — yx)dx + (x? + ydy=0 entonces: 


(ИЕ 
[М =х-ух ду 
5 тэ» ЁТ 
5 77 -2л 
Ox 
A В 23 
como Эм ¿e la ecuación no es exacta. 
Ox 
2 2 д2 Ээ 02 22 y 
E => = 2х = 2 у 
цн % Ох "ду 
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и= у(х? + y?) > и= (2) > Іпі-іп y(z) 


діпи дши ёг _„, діпи 
дх д2 х Oz 








дши діпи ё _, діпи 
ду дг ду У- 








, por lo tanto se tiene: 


ôM ОМ діпи діпи 
нэм M 
ду ё дх ду 





-х-2х-(х? дали) _ ы д(1п и) 
х (х + y).3x 22 (х-ху)2у- 2 


-3x = 237 20у 2ху+ ху?) 1) 
3 2. 2,д0пи) д(іпи) 3 
->= (x жу)---- = -----1 
27357078 ea 
3 
208 => Шины А entonces PE => и == Li 
22 2 237 (х? +y)? 


(-хУйекс-уду-0, a esta ecuación le multiplicamos por el factor integrante: 


2 2 
х -ху x +y қ ЕК | 
(х^< y? 2 ad -0, poniendo bajo diferencial 
40--1-2)-0 integrando Wal y 
х?+у y? 4 y? 


(х? + ydx-xdy=0, u=e(x). 


Solución 
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ôM | 
1 кесу 
M=x"+y 56 ду 
М=-х М, 
Ox 
como = 2 = la ecuación no es exacta 
1 ôM ОМ 1 - 2 
ш---(---------)----(1-(-Ц)т--- 
sea f(x) у Су де), E (-9) т 
2dx 
A Ж => => из 
х х 


y 1 
2 — = - -= =0 
(х^ +у)йх-хйу=0 = т: )ах 207 


, MAL 
peso ду ГЕ; 
1 E ТМ. 1 
|х--1 ста ови 


сото 2м = - la ecuación es exacta, entonces: 


3 f(x,y) tal que VOD „м е ний! de donde 


of (х, y) A 8 /(х,уу=х-У+в(у), derivando 
дх х? ж 





д 
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ЭРЭ) уум entonces: gro => g'(y)=0 > В(у) =с 
х 





www,.el 


cionario.net 


y 
o учан por lo tanto: КА RAT 
х 


238) | (хжу )х-2хуйу-0, р= ф(х) 


Solución 
n ом 2y 
= 2 ТАТ a 
ІМ =x+y . ду 
(М --2ху дМ 
----2у 
дх 


ОМ ОМ “ж 
сопю ” + Бо la ecuación по es exacta 


1 oM 
sa Soa -D-E yry) 
4 х 





Ін _ | 325 
еа х = 072% Es 1 


fu Е: 
Х х шиг, ду х 
|x 127 ӘМ 2у 
х & x? 
como 2/4 - са la ecuación es exacta, entonces: 
dy х 


3 Қх,у) tal que 


д х,у 0/ (х, у 
Уш») „м у АУА. ie додае 
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239) 
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2 


fy) та 


ox x ys 

















integrando respecto a x se tiene: 


2 2 
/(х, у) = [е + g(y) = In PA g(y) derivando 
Хх х х 


д/(хуу) Ду ia 
"ийн эже |) ЫЫ 


2у 9-2 = g'(y)=0, entonces р(у) = с reemplazando en la función 


х 


1 


< 


+c, por lo tanto: Y xinx=y*=k 





Fx, y) =1nx-?2 


х 


(2х2у+2у+5)ах + (2х5 +2x)dy=0, и=ф(х) 


Solución 
д 2 
rE аР" 2 ду РП 
сз 
|М-2х” +2x As 
дх 





ôM 0 
сото --- * —— noesexacta; entonces 
ду” ёх 
— 1 -. 
sea г Бер. O 2 
М ду & 2х°+2х 2x +2x x +i 


u= P x = і ХЭН шөл) de donde и = 





х^ +1 


(2х2у+2у+5)@х + (2х + 2х)ау = 0 entonces 








2 
уо? year 2 650 8,0 
Хэн! 5 “1 
5 
(2у +—у——)йх+ 2xdy=0 entonces: 
x“ +l 
ам. 
М =2у+—; ТЕН 
х°+1 > ау 
М = 2х == 2 
| дх 
ОМ ОМ y 
como ------ la ecuación es exacta, entonces: 


; д 
3 f(x,y) tal que Y (xy) =M y Пху) = № de donde 
Ох ду 


ôf (x, Fon ; 
YO у) =2y+-—— integrando con respecto a x se tiene: 
дх хі 


f(x, y)=2yx+5arctgx+g(y) derivando 


ОЙУ EON = N entonces: 2x+g'(y)=2x => g'(y)=0 > g(y)=c 


f(x, у) =2xy+5arctgx+c, por lo tanto: 


2xy + 5arctg x =k 


(x%Inx-2xy?)dx+3x?y?dy=0, р = ф(х) 
Solución 
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ФМ -бху? 
[М =x" Inx-2xy* ду 
| 252 
[м = зх у ӨМ е 2 
ОМ ОМ 
como 208865 la ecuación no es exacta. 
: х 


К ы ОЛ A 4 
sea /(х)= | (26 as ] -( бху“ бху”)--- сё --- > /(9-- 
М ду бк Зх у“ 3x“ y* х х 








i 
f(x)dx -—dx | Е е 
u= al = 2 x =e "5 entonces u= — factor de integración. 
х 


(ni 2ху3)4х + 3х?у?ау -0, multiplicando por el factor integrante 


і 
À (х*1вх-2ху%ух+27-ау=0 > (шх-2>”—)уах+27—-ау=0 
t y ‹ 


E Y 








3 2 

|u -mx aM __6у? 

x” 27 ду 52 

Ег”. дм бу? 

Y 0) 
ОМ ОМ 


сото ЕТ = ES la ecuación es exacta, entonces: 


д/ (х, yie г/( w, y) 


q f(x,y) tal que ---М de donde 
ox 
д ул. 
S (оу) -ІПх- 26. integrando respecto а х se tiene: 
Ox Ба 


” 3 3 
Го, у) = | de dx + g(y) = хіп ps +g(y) derivando 
х X 
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241) 





Nx y) _ Зу? 3y? 3y? 


ду үд +g'(y)=N entonces: 20 > gy) =с 


3 
Је, у) = хіх-х+ +c, por lo tanto: 
х 


x*(Inx-1)+ y? => 


(x+sen x+sen у)ах + соз уду =0, и = ф(х) 





Solución 
$ 
pelas ду Фа: 
> 
N =cos y ON А 
= 


сото ом * = la ecuación no t: 
кеа 'no es e ” 
дэд євс хасіа 


.1(0М _дМ,_ову-0 
нр == 





а 
=1 э PA) entonces и =е* 
(хе* +ѕеп xe” +ѕеп y.e*)dx+e* cos уйу -0 


=: А: cos 
ne y 


5 = хе +sen xe” +sen уе” ) 
М=е* cos y B x 
— =е* cosy 
ôy 
como ы la ecuación es exacta, entonces: 
кеу ЖТ acta, entonces: 


3 f(x,y) tal que IED y y Fary de donde 
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of (х, 4 қ 
Фр =xe* +e* senx+e* sen y integrando respecto a х se tiene: [ 2ау 

7 „160% 53 1 1 

= =e = — - 


pa y 

J(x,y)= [ (xe* +e* sen x+e* sen y)dx+ g(y) 
,2 3 Эс 

2(ху” -3y? )dx +(7-3xy? )dy = 0 , multiplicando por el factor integrante 


f(x, у) = хе" -e*+e*seny+e* (Балы хэрээ? +g(y) derivando 
л 7 

(2х ~ Зуђах+{—— ~ 3х)ар = 0 
2 





VE ет беу с СӨЙ к 
- Y 
“= eo g 
е" cos y+g'(y)=e* cos y entonces р(у) = с reemplazando en la función | э Оу 
E =g 52 ӘМ 
y? =j 
дх 


sen х –соѕ х 


ГО, у) = хе" -e* же" ѕепу+е" ( )+с, por lo tanto: 





ON 
como = —— |а ecuación es exac 4 
2е* sen у+2е*(х—1)+е* (sen x- cosx) = k саа к=, 


242) (2ху? -3у3)@‹+(7-3ху?)йу=0, p= (y) 


3 f(x,y) tal que Ox, у) E 
дх 


д y 
M y LED y de donde 


Solución 
Of (x, y) 
ЭМ _ 4ху-9у7 ж 2x-3y integrando respecto а х se tiene: 
А Эр. е y 
A? y "Ж | 
М-7-3ху М зу? f(x,y) = |Ох-3уу е») = аә с(ууллааалаа 


ОМ 


ОМ 2 23 
como TIF la ecuación no es exacta. ду) 7 


ду 3x+g (y)=N => Эха) 





- 3х 


3 


1 ôM ӘМ І 
sea O 


А 
М у 407 201- 7 


эт 7 
8(у)- 2 (7) = 5% +c, reemplazando en la función 


2у(2х-3 y 2 
.2у0х-3)) 2 = 2(у)--- 


; 7 
y (Qx-3y) |» ў ГО а" E 43 o 


y 


20 = 


126 127 


243) 


128 


(3у? —х)ах + (2y? -бхуау-0, и =y(x+ y?) 


Solución 
ар 
М =3у? -x R ду | 
N=2y? – бху ON ЭРЭ 
| дх ‹ 


ON 


ОМ т 
como —— # 27 la ecuación по es exacta. 




















02 Oz 
5 =x+y? > и-у(2) > ---і > ---2у 
са 2-х%у и-ұ(2) T Jre 
ОМ. РО хээ х entonces: 
ду дх иду идх 
oM ОМ _ y nu) руди 
ду дх дх ду 
u= ұ(2) => lm = ln(y(z)) 
діпи 4ши баен Тагы. 4.2) у 
ду da y “Jo 
діпи _ d Inu 02 _ dinu 
Ox dz (х dz 
6y -(-6y) =(2y* ey) н ay? туа ының 

dz dz 


(35: at ү. 





2 











1211 (4y? E entonces: -3= (>? +x) то аА =- 3 
dz dz dz 2 
34: 1 
айпи)-- ш» нш--3Іп2 Фе donde зи =— = 53 entonces: 
2 (Л) 


2ү7-бху | 
> (3y? Тус» 5 га dv=0 agrupando se tiene: 
2) 


(MERA) (x+y 


2 2 
х= у қ а Хай 
AO integrando se tiene: : 


TA =0=> xy? =сх+у?)? 
(ХУ) 


а 


(чу у" 
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ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDE | 
[NO RESUELTAS CON RESPECTO A LA DERIVADA 


І.- Ecuación de Primer Orden у de Grado п con respecto а у'. 


OI + Аба, у)" +. + Py (х, y)y + Р, (х,у) =0 « (1) 





resolviendo esta ecuación respecto a у', es decir sean 

y'= (х, у), у= (оу) Y = falx, y), (К<п) ... (2) 
las soluciones reales de la ecuación (1). 
El conjunto de las integrales. 

ф(х, у,с)-0, %;(х,у,с)-0,..., ф(х, у,с) = 0 --. (3) 
donde ф,(х,у,с)-0 ез la integral de la ecuación. 


y'= f;(x,y) (i= 1,2,...,k) representa la integral general de la ecuación (1). 


Integrar las siguientes ecuaciones. 


244) у'?—(2х+ у)у'+(х? +xy)=0 


Solución 
2 + yt (2x+ y) -4x жау) 2x+yty 
E A A су ү“ 


у хул ES Il 


л 
e 


х 
у'=х = уар %6 
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245) ху? Оху-у-0 


Solución 


-2х% /4х! +4ху -х+{х? + ху 





хи 42ху-у -0 = ys шома ОРЕ entonces: 
ZX х 
-хж х)» ху 
у= = 2» (х+ух? +ху)ах + хау = 0 
sea у= их = у = ийх + хаи, reemplazando еп la ecuación 
(х+ 4х 2 них? )dx + х(ийх + хаи) = 0, simplificando 
dx du : 
(1i1+u)dx+udx+xdu=0 => + =0, integrando y 


х и+1+4/1+и й 


reemplazando se tiene: (у = =4сх 
246) 4у?—9х=0 
Solución 


2 РК; 
4у"-Әх-0 => у'=+ 5 Ух entonces 


к= : 
dy = ® хх = узж іс > yeei? 


3 


por lo tanto: (y=c)? =x 


ye —2уу'= уен -1) 


Solución 
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248) 


249) 
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Y area => Inye=x+2e*? 250) 
y 
253 ' 2ай 
х“ у+3хуу'+2у“ = 0 
Solución 
-3xyt4[9x? y? -8x?y? | -3хук) 
хау” +3xyy+2y? =0 = у > 3% = 424 , entonces 
ах 23 
ЭРЭ” dy ах 
у=-— > ----- ш» хузс entonces 
х л: 
251) 
4 а 4 3 
лт рт: еш, уш 
2х y 
ху? -дуучх-0 
Solución 
2v+[4y? -4x? vi ^_у? 
ху2-2уучхе0 = NE E entonces 
22 x 
(у+ үу? 387 )4х-хау. La ecuación es homogénea 152) 


Sea у= их = Фдузийхжхац, reemplazando еп la ecuación 
(их үи2х2 = )ах — х(иах + хам) = 0, simplificando 


TT : 
(u+VJu* —-1)dx-udx-—xdu -0, separando la variable 


+үи? —-ldx+xdu=0 = a - 0 eo РЕ Е 
х 4и2.-1 2 2с 








je —2ху'—8х” = 0 


Solución 


ү 2x+/4x? +32x? + 
у'?—2ху'—8х° =0 == 2 y z “ат E, entonces 


- 





y=4x => у=2х°+с 


y=-2x => у=? +c 


у'?%+(х+2)е” =0 
Solución 


у?+(х+2)е”=0 = у'=—(х+2)!'%е*”'?, separando la variable 


5 з 3 
е ?Зау--(х2) "dx integrando -367”7 --1(6%2) жс 


ы 
de donde Де” -(х-2) 7-4 
yy -х2учх2ул0 
Solución 


у!-уу?-х2учх2у-0 => у? (у-у) =х? (у-у) = 0 


2 
DN ' x 
(у“-х“)у-у)-0 entonces y'=+x entonces у= + гэ С 


MED. => ME 
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П.- 


Si еп estas ecuaciones se puede despejar y', resultan ecuacimes де variables 


separables. 


Por consiguiente, son de interés los demás casos. 


a) 


b) 
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Ecuaciones de la forma {(у,у') = 0 y f(x,y')=0. 


En la ecuación f(y, у') = 0 se puede despejar y, y =w(y') 


=> y=vy(P), diferenciando esta ecuación y sustituyendo 
Y др 
р 


haremos у-Р 


dy рог Рах obtenemos pdx=w'(p)dp Че donde ах ‚= Y 


х= К арс, obtenemos la solución general de la ecuación en forma 
р 


paramétrica. 


|х- [+ 
уи 


En la ecuación /(у,у)-0 no se puede despejar y ni y' (o se despejan con 
dificultad) pero estas últimas pueden expresarse en forma paramétrica 
mediante algún parámetro t. 


dy 
(рь--) 


y'=y(t) , == 


у= (і) , 


entonces dy = рах = y(t) dx, рог otra parte ау =y'(1)dt де modo que: 


Ж ллу: 5 Ea ктт 
y 





х= ү Da 
y (1) 


por consiguiente, obtenemos la solución general de la ecuación diferencia 
dada en forma paramétrica. 


www.els 














сіопагіо.пеї 


[х= 222027 


w(t) 
y =Y() 
por analogía con el caso b, se puede resolver la ecuación TCE =@0 
introduciendo un parámetro t. 
Integrar las siguientes ecuaciones: 
253) у= у?е? 
Solución 
таи" dy 
у= уе? > —== => dy=pd 
УЗ Р y = pax 
у-р”е? => dy=(2pe” +p?e" )dp 
рах-(2ре? + ple" dp > ах = (2е? + pe? )dp entonces: 
x= ае» + pe? )dp =e” (p+1)+c, porlo tanto: 
lx =e” (p+l)+e 
|у = y?e? 
154) y'=" 
Solución 
Ze > dy= 
Жо” y = pdx 
y=e"Y > рае?” = inp=2 
y 
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-(2р-2)фр => dy=(2p? -2p)dp 














= > 21 
у= ES 4 TE ; entonces pr = = => dx= ирети 


= у 
in p (а р)? (а р)? р(1п py 


a [28 


та у= | Фу? -2р)ар D у=” —-р* +e, por lo tanto: 





х-| 2Р:1 ар % 


p(n py? | TA | 
Жа 2 
ln p x=p"-2p+2 
A з 
255) х = Їп y'+sen y' Te жс 
Solución 8) у-ушу 
а 
Р Solución 


x=Inp+senp diferenciando de= £ +cos рар 
р 
у=ріар = dy=(1+Inp)ldp = pdx= (1 + in p)dp 
dy 
р 


dy шүү => Е entonces: 
dx 


1+In p 





1+1 
dx=( др = Sd a dp entonces: 


d н 
е 25, cos р)4р = 4у-(1-рсовр)ар, integrando 
P P 


1+1п р)? 
х Чү. у «феее por lo tanto: 


y= | + pcos pdp = p(1+sen p)+cos p+c, por lo tanto: 2 
(1+1п р)? 
х= == +с 
x =1n p+sen p ч 2 
y = p(l+sen p)+cos p+c у= рр 
58 = ! 12 
256) х-у7-2ую 158)  y=arcsen y'+In(l + у) 
Solución 


Solución 
= 2 : 2 5 
Х-рі-2р2 y =arcsen р +11(1+ р“), diferenciando se tiene 


4 2ра 
A РЕ entonces жр 287, арар 


Ip – нй 1-р? 1-р” 











фдх-2рар-2ар , dx= 2 ‚ reemplazando еп la ecuación ж 
Р 
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E AL + <i , integrando x = [= 
Р-р? 1+p? pop? 1зр! 
1441-р” 
+ - 
керере, "= e 
у = агсвеп p+In(1+ p°) 
259) у= (у—)е” 


Solución 
у=(р-1)е? diferenciando dy= e” dp +(p-1e? dp = pe” ар 
pdx=pe'dp > di=e'dp => х=е? +с 


х=е?+с 
por lo tanto: | b 
у=(р-1)е 


260) у?х=е!'? 


Solución 
е!Р е!!Р(1+2 
р°х=е'? > x= =: ЕЕ ПР), 
р 
е"? (1-2p) 
dy =-| Е-е ap por lo tanto: 
P 


1. 
DT 
A y 
р 
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5)ар por lo tanto: 












261) x(1+ y? )=1 








Solución 
х(1+ y?)=] > х= x => es = жи. 
1+ у/' йх P 
x= l Е > dx= Зи entonces: 
1+р (1+p “уз 
d 2p4, : 
82--255/ > ду = ЖЕЙН integrando 
Ву. (Ap) (1+р7) 
d Я 2 
у= 25 z haciendo рзї 0 = ар =sec* Ө 40 
? (1+p*) 


Si a 0.ѕес? Ө 40 


=-2[зеп? 640 = -f @-соз20)дӨ 
(1+1g? Ө)? 


y =—(Ө0—еп Ө со5Ө)+с = -arctg p-—P4 жс 
1+ рї 











486 Р у 7arctgp+c 
1+ р 
рог 10 їато: . 
х= ba 
1+р° 
Solución 
xl+y a > хе 5 3/ 
(yy 2 
d 
Lp = Фх--- entonces: 
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263) 


264) 
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1 -3рар 
A а. 
ltp” (+ р2)5'2 
2 
ду ж дг integrando: 


==; 2% де 2 0) 
р po р)" 


p*dp 


3 ТРТ, 220и haciendo р = tg 9, dp = вес? 040 
тр 


y efectuando operaciones se tiene: 


E =-asen? 1 


x=acos? 1 
2/5 12512 0075 
Solución 


Sean y=acos t y y'=asen't=p 


4 
4-27. 58608 A б 
р asen” t 


3 
фдс--5с14 14 => хэ-525-5-5сцинЯєс por lo tanto: 


3 265) 
Баты 
5 
Мк t 
у“ = yyy? =0 
Solución 





cionario.net 


Sea у'= уг reemplazando se tiene: ад Ey q EE =0, simplificando 


у-у*-12 =0 > у(-1)-1 














2 5 
1 л+л 
A => d = а! ... 1 
Цан 4 (1—24)? Ы 
сото у= р => у=? 
4 3 3 
р 2 Р Г 
"== |) -— =() => = 
1“ t PER 
В 
dy = —— dx (02 
TP (2) 
5 1 
E t 
de (1) y (2) se tiene: 2080 а ; dx de donde 


ei 








2 +1)de . 
a AA integrando E с Пе ныт 
(17-1 t t 1-41 1-1 1 
і 2 
агара ТҰТ 
t 1-1 
| < (р= у) 
ТЭГ?” шээж 
х = у'+веп у' 
Solución 
d 
2=p => Жа 
ах р 


x=p+senp = dx= dp + cosp dp 
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266) 
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Y =(l+c0s р)ар => dy=p (l +cosp)dp, integrando: 
р 


3 
2 


ls р 
у= f pacos p)dp = 2 





+рвеп p+cos p+c, porlo tanto: 


sen р 


г + 
р? 
ly 72 t psen р+оо Ёс 


у = у'(1+ y'cos y") 


Solución 


Sea у= р => dy=pdx => y=p(i+ p cosp) entonces 
dy =(1+2pcos p— р? sen р)ар 


рах =(1+2pcos p- р? sen р)ӣр, separando la variable 
ах = 15 +2c0s p—psen р)ар integrando 
P 
1 
х= (—+2соѕ р- psen p)dp+c, por lo tanto: 
Р 


x=1n p+sen p+pcosp+c 
у= р(1+ pcos р) 


| ¿CUACIONES DE LAGRANGE Y CLAIROU 1] 


a) La ecuación de Lagrange es de la forma: 
у= Қу) абу?) ша) 


5 а 
para resolver estas ecuaciones se hace => = p de donde dy = рах, reemplazando еп la 
Ba 


¿cuación (1) se obtiene una ecuación lineal de donde al resolverla se tiene la solución en 
forma paramétrica. 


Jx=w(p.c) 


|у =(р,с) (р) + в(р) р es un parámetro 


b) La ecuación de Ciairout es de la forma: 


у-хуче(у) 


ul método de resolver es el mismo que para las ecuaciones de Lagrange. La solución 
general de la ecuación de Clairout tiene la forma: 


la ecuación de Clairout puede tener también una solución singular, que se obtiene 
eliminando p entre las ecuaciones. 


у=хр+р(р) , x+g'(p)=0 


Integrar las siguientes ecuaciones: 


267) 2y=xy+y'In y' 





Solución 





sea ж=® р == dy=pdx 
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268) 


269) 
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1 ар 
y хан Р 57 diferenciando se tiene: dy = лаг” Z dpr Pa TE dp 





ах 1 їпр+1 - 
х= ‚ que es lineal, entonces la solución es: 


dp р 
x= p(= шу ner? | e a 2, luego: 
р 
x=pc In p=2 
e E 
EJE р 
у =2ху'+1п у' 
Solución 


d 
Sea yA => dy= pdx 
dx 


y=2xp+Inp diferenciando dy = 2 pdx + 2xdp + ё: , de donde 
р 


ёо 2 1 


--%--Х---- €slineal, entonces la solución es: 


ар” р 


хе Ертіс ураса por lo tanto: 
PEP 


Жей. ы 
р^ р 
у= 26 Лар 
у=х(1+у)+у? 
Solución 





270) 


ау 
SCA yA =p entonces dy = pdx 


у=х(1+р)+ р? diferenciando dy = (1 + p)dx + хар + 2pdp 
pdx = (1+ p)dx + xdp + 2pdp entonces dx + хар + 2pdp = 0 de donde 


dx 
--жХэ-2р ecuación lineal cuya solución es: 


dp 

jojo 
х=е tfe (-2p)dp +c], entonces: 
x=e P[-2| pe”dp+c] , por lo tanto: 


fx (русе 
у= 1-р) PUE ру Рр? 


у =2xy+sen y' 


Solución 
dv 
Sea 7 entonces: dy = рах 


у= 2хр+ ѕепр, diferenciando аду = хар + 2pdx + cospdp 


рах = 2xdp + 2pdx + соѕрір simplificando 2xdp + рах + cospdp = 0 


J 24 Зар 





ж. 2х _ _ cosp 


, €cuación lineal x=e 
ТИ р 





а ё 1714 -fe Кл Р уар +c] 


cionario.net 


”Це” Ев 
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1 | { 
=——[—{ рсо8рар-с|, por lo tanto: 
?' рер ӨР por lo tanto: 


(p-1) Р 2р 








| сов р sen p+ © | 
з 24098 52 с 2 2p-1 
_cp tip 
Ё р ne 
in Иб. Ёоо 
-Z r © * Didye 
2(р:-1) р 
1 
271) у-ху?--- : 
F 272) y= 2 ху+е? 
Solución 
Solución 
221. р entonces dy = pdx 5 
ах AE 272 


4 
у= хр? 24 diferenciando dy = р 80.27 2рхар + БЕ ‚ reemplazando 
1 3 ЄТ Ў 3 3 
5 Р у= s xp+e" diferenciando dy = Б хар-- а pdx+e" др, reemplazando 


dp dp 

2 2 
= p*dx+2pxdp+— de donde = р)ах + 2рхар+ 510 3 
pdx = p*dx+ дог е (р? p) БЭЭР" р? рах-- хар+= pdx+e* dp de donde Я ж таар =—e”dp 





ҒЫ 2р Ба , simplificando М 
ір р? р?(р? -р) е? 1 
Ziy -22 ecuación lineal cuya solución es: x=e Г, Pije e шаг p+c] 
p р р 
ж. зн Бч. ан. в , ecuación lineal cuya solución es: 


dp р-1 pUp-1) 


х=е MP[_ жыл» E р ©_ар+с}=—1{-2р? е? +2ре? -4е? +c], por lo tanto: 
Р 

















2 24р 
a ЖЕЛЕ 1 
x=e 1% ІШ к га адаы 
р`(р-1) ВЕ?) 
з 3 ТҰ” 74 
а 1 р-1 а ДЕ? 8 
srg hrar е DP 0] 1 Gp +c] ps 3c 3 2, 
papal) (p-1) р 2р? 
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273) ах 275) ху?-уу-у+1=0 





y 
Solución Solución 
d pes 12877 25 . . А 
беа y'= АК р = dy=pdx ху'< –уу-у'+1= 0, expresamos en Іа forma siguiente: 

ах 

1 а 

Еайр. Les => dy=pdx 
y dx 


3 
y=xp+ £ diferenciando dy = xdp + рах – 5: ар , reemplazando 


| : 5 
У=хр+ > -1 diferenciando dy = xdp + рах Y reemplazando 
р? 


2а 2а 
а акт. de donde o => 4267) 


4 
pdx = xdp — ріх- de donde CETTE =; x=.p=0, аі. 
Р р” р с 


ар-0 => ртс, Luego: 








1 = 
2a y=xc+=-1 => ate al ademas: 
= 3 E с 
с 
у = хс l a Н 
с? у+1=хс+— => (y+) «хос ёсолж, 
с 
27) у-хузу? әзі без 
сото хз => (у+1) =4x 
Solución 


Sea у= => = у= pdx 


276) — y=xy+al+y” 

ү ' Solución 
y=xp+p" diferenciando dy = хар + pdx + 2pdp 
ху? -уу-узі-0, expresamos en la forma siguiente: 
pdx = xdp+pdx+2pdp de donde (х + 2руір = 0 > x=-2p>dp=0=>p= 


luego: 


yal А Zop => dy=pdx 





х= —2е 


| 2 


1 : : 
|уехсас y=xp+ 5 -1 diferenciando ау = хар+ pdx- ЖА reemplazando | 
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d, , 1 1 
pds = xdp- pds==+ de donde (х--, ар-0 = шті. 21, рс, х= 078) ¿A 





Г G y y 
1 Solución 
у=хс+—-1 => y „хас ademas; қ 
с 6 
+ => ху е HER 
1 1 УҢ» dy ау 
у+1=хс+— = (уі) c? + —G+2x 
с бы 
Sea —= р = ах рау 
como ааа 5 (y+ -ӛх 
2” = 2 
х= ру+р = dx=pdy+ ydp + 2pdp reemplazando 
| ау pdy = pdy + ydp + 2pdp entonces: (у %2руір-0 = у= -2р 
277) хуч : 
1-у dy=0 =» р-< к= у=-2с 
Solución х=су+с? , 4х=-у? 
dy 279) НаШаг la curva cuya tangente forma con los ejes coordenados un triángulo de 


Sea y==—=p = dy=pdx А 2 
П area constante s = 2а“. 
Solución 


adp |. арар 








а ) | 
у=хр+ К diferenciando dv = pdx+xdp+ А» ШҮР ши ы 
Ак. мера 277 29 да 21 
(1+ р)! а= рс тай 259 
(0+ 57 Фр =0 5. х= = = дай в? ЖЕР ТТ 0. 
(1+ р?) (1+ р?) 2 = 
dp=0 => р=с 4a? y' =b? => Ь=2ау'!? 
дс A de 70 La ecuación de la recta tangente es у = mx + b que al reemplazar se tiene: 





y=xc+ "TA 
1+с y=y'x+2ay"? 
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280) 
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=p = dy=pdx 


Sea Ф 
ах 


2 


y = рх +2ар!! 


рах = рах + хӣр + ap 1024р, simplificando 


(a+ Lydp =0 ‚у = 


Чу 


а а 
ф-0 > р=с > х=-—= > Үс---; 
Үс х 
2 2 
цэх 20 хамг 
у=сх+2ас!'? =» у--------, simplificando 
x“ х 
а? 2a? a? 2 a? 
у=—-—— > у=-— > у°=—, > 
х x х? 
por lo tanto: xy =íta y 


Hallar la curva para la cual el segmento de la tangente comprendido entre 10 


ejes coordenados tiene una longitud constante a. 


Solución 





=> ау = pdx+xdp «ар 24р, reemplazando 


ха 
м | Өө 




















2 2 


а b 
EA +1 entonces: 
CAE 


2 


b? b? 
сур «с б a =b UG +1); pero 
с с 


ау 


Т7" 


La ecuación de Іа recta tangente es: 





а?у? =b*(y?+1) ; b= 


y=mx+b reemplazando 























1+ р? 


1.7 
түс 
с 


а М 
узухж = de donde Фр = dy=pdx 
1+у 
2 
ар а ар 
у= рх+ = ау = рах+ хар %(----------)Ф 
4-р? Тері Utp” 
рах- pdx+——=—5 +xdp => (+—— dp =0 => has LA 
(1+ р2)2/2 ардууд (1+ p2y? 
además dp=0 > р=с 
л» а ар й ар+ар(1+ р?) М , 
= р (еру 277 = зс A simplificando 
Р ар? из а!'3р од а?'?р 
7 2\3/2 у Т АА» 57 = : 401) 
аар?) р) 1+p 
E ración Y ив 443 =ч 2233 e) 
бру" (1-2) 2 1+ p? Ч 
de (1) y (2) se tiene: 
2/3 2/3,2 
a өті 
¿e Р “3. БФ 2 simplificando 
1+p 1-р 
1+ p? 
03 y y 23 _ 2/3 (1+ р из oa: oiii „Ёз 
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COMPOSICION -DE LAS — ECUACIONES 


DIFERENCIALES DE LAS FAMILIAS DE CURVAS 


PROBLEMAS DE TRAYECTORIAS 


donde a;,a>,..,a, son parámetros, derivando (6) respecto а х, n veces у 
eliminando los parámetros аџ,а›,...,а, entre (6) y las ecuaciones obtenidas, 
obtenemos una relación de la forma: 


Е(х,У,УУ!н.уС)-0 227) 


esta es la ecuación diferencial de la familia n-paramétrica de curvas (6) dada, 
en el sentido de que (6) es la integral general de la ecuación (7). 





1 Composición де las ecuaciones diferenciales de las familias de curvas. 
Consideremos la ecuación de una familia monoparamétrica de curvas planas. 


Y=wvy(,a)| (а es ип parámetro) z.e (1) 


Derivando (1) respecto a x, se tiene: 


eliminando el parámetro “a” entre (1) y (2) se tiene la ecuación diferencial. 


9) 


esta ecuación expresa una propiedad común de todas las curvas de la familia 


(1). 


2. Problemas de Trayectorias.- 


Consideremos una familia de curvas planas. 


0) 


dependiente de un parámetro “a”. 
La curva que en cada una de sus puntos forma un ángulo constante con las 
curvas de la familia (1) que pasa por el mismo punto, se llama trayectoria 


isogonal de la familia. En particular, si pi se obtiene una trayectoria 


ortogonal. 


Suponiendo la familia (1) buscaremos las trayectorias isogonales. 
La ecuación (3) es la ecuación diferencial de curvas se determina, por la 


ecuación. а) Trayectorias Ortogonales.- 


Se forma la ecuación diferencial de la familia de curvas dadas. 


ЯГ 


.. (4) 





“2” 


se obtiene la ecuación diferencial eliminando el parámetro “a” entre la 


ecuaciones. 
La ecuación diferencial de la trayectoria ortogonales tiene la forma: 
ф(х, у,а) =0 
s.. (5) | 
C Ж) МИТ Е(х,у--1)-0 240) 
дх ду y 


la integral general de esta ecuación es: 


9) 
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Supongamos ahora que se da la relación 
pix, У.йү.й» 402) =0 


154 
























proporciona la familia de trayectorias ortogonales. Suponiendo que la familia 
de curvas planas se da por una ecuación en coordenadas polares. 


215) 





“а ” аф 


donde а es un parámetro, eliminando el parámetro entre (5) y o =0, 
у 


obtenemos la ecuación diferencial de la familia (5). 


F(p,y,p')=0 


2 


Sustituyendo en este p' por — ШЕ obtenemos la ecuación diferencial de la 
р 


familia de las trayectorias ortogonales. 





b) Trayectorias Isogonales.- 
Supongamos que las trayectorias se cortan con las curvas de la familia dada 


bajo un ángulo о, donde tg œ = k. Se puede demostrar que la ecuació 
diferencial de las trayectorias isogonales tiene la forma: 


F(x, 25. 5 SE 


Formar las ecuaciones diferenciales de las siguientes familias de curvas. 


281) у= 
х 
Solución 
Entonces y= 2 => xy=a, derivando утху-0 
х 
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283) 


284) 


Solución 


2 2 
2 2 x y 
XA ах = 
х 





2x-2yy' 
(2, (а? 
x 


por lo tanto: x?+y?-2xyy'=0 
y =ае*'* 
Solución 
== х/а y гэ y 
Жаа ха | а == A 


y 
у= е"! t xla 
27 


a 

li 
= | 

y 


Iny'=E 
a 





y= a ту entonces ушу-хе"” 
In y 

por lo tanto: y ln y'= ху 

у=сх-с-с? 


Solución 


у=сх-с—с? 


ша derivando 


х 
=> а---- como у=ае*'“ 
шу 


э у=с э у=ух-у-у? 


у'?-ху+у'+у = 0 


-y?)=0 > 2x? –2хуу-х? + y? =0 


entonces: 


entonces: 
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285) 


286) 


287) 


288) 
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у=е*(ах+Ь) 
Solución 
y=e*(ax+b) => H=ax+b derivando 
е* 


х ' - 
е INE өс, + LES a" derivando 
ga e 





e* (yy!) -e* (у—у) 
е?" 


-0 entonces y'"-2y'+y=0 


y? =2сх+с? 
Solución 


y? =2cx+c? > уус > y =-2ex+c? entonces 


"Ы Б 2хуу+у? у? por lo tanto: yy? +2xy—y =0 


NE ах? +bx+c 
Solución 


y=ax* +bx+c > y'=2ax+b => у"-2а =» у'"=0 


С) 
у =сүх+—©+с; 
х 


Solución 


22 7” с 
у=сүх+-®+су => PON 
x x 


289) 


290) 





_ 20» 


= x*y'"=2c, derivando 
х 


3. 


Зх2у"х у -0 25 yu 
х 


(x-a)? +(у-6)? =1 


Solución 


y-b=4/1- (x-a)? — ye HA 


ара)? 


yy? (x-a) =(х-а)? => у? =(1+у? у(х-а)? 


$e y" 


=g => --------- = 


——— а 
Пау? e 


y"=(14 y? р =; шт -(1-у? Т 


y sce +сзе * 
Solución 


у= се" +c," => е"у=се?" +c, entonces 


уз 1 
е“у+у'е* = 2сүе?* => 22 = 2с] derivando 
е 


е*(у'+у')-(у'+у)е* 
e” 


=0 => y +y—y-y=0 


por lo tanto у"-у-0 





291) _ y=asen(x+a) 


Solución 


эр 


=_= д derivando 
ѕеп(х+а) 


у = аѕеп(х+а) 


AP ASA ii) > 
Е 


sen? (x+a) 
yyy" 
112 42 " 
у“ —уу : 2 n 
х+а =arctg =» ¡ Аа entonces е ақ = уау? рез Құлау: 
ear УАУ 
у 


de donde у? +yy"=0 => у"-у-0 


Hallar las trayectorias ortogonales para las siguientes familias de curvas. 


292) y?+2ax=a*, а>0 
Solución 


2 > 2ууч2а-0 => уу--а 


y? + 2ax =a 
* ' , 8.22 42 
reemplazando en y? +2ax=a? se tiene y? —2xyy =y y? > у-2ху'=уу 


я ау ах 1 2 ж. ах 2 
cambiando Ж рог 24 se obtiene y+2x 477) 


ау 
resolviendo la ecuación se tiene: у> —2bx=b? 
293) у-ах”, aes un parámetro. 
Solución 
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294) 


295) 





4 z 
E y d 
у=ах" > Уа derivando ——=09" ио “У ny=0 
х" со? ах 


А d À е 
cambiando 2 por "ыз se tiene: кү) “а =0 integrando х? апу? =c 
ах ау ау 


y =ae”, constante 


Solución 
е 4%. ae” y d 
узае” => La derivando ЖЕ - =0 > 27%-9 
е 


cambiando Ф рог ¿A se tiene: EA => 2 48:60 =, 
dx d dy dy 


2 
: y 
dx + ауду = 0 integrando x+ qa =b entonces 2x+ay? =c 
cosy=ae * 
Solución 
cosy=ae* => e*cosy=a derivando 


е" cos y—e* sen y.y'=0 => cos y -sen y Z =0 
Х 


cambiando ыл рог гэн se tiene: cos y+ ias =0 => сіру dy +dx=0 
dx dy dy 


Inseny+x=b => seny=ce * 
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296) 


297) 


298) 
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Solución 


dy s dy ' 
'= — = biando — рог --- se tiene: 
2хғуу-0 > у O cambiando Б р Е 





2х-у = шэг? 4% -2 =0, integrando 21пу—1пх = lnc , entonces: 
y 


2 


ze > y =a 
299) 
т Е гаг 


Solución 


x’ - y? =a? => 2х-2уу'= 0 entonces: 


dy dy dx 
-у---0, cambiando — por --- 
5 de dx Ч 4у 
4 
x+y—=0 => хот 
у 55 


Solución 
xt +y* =a% => ЖС! +ky*'y'=0 entonces: 


dy ( ау йх 
O 

—=0 biando — рог --- 
XxX + cambian д р dy 





y -ү ыш => 15 асы 
- 49 | =b entonces: 2 е =b(k-2) рага К+ 2 
RD х2 02) х2 уі: 

para k=2 => ек: 0 Ж а, 

ау Шу 
Іпу- Inx=Inc => у=сх 
x? + y? -2ау 

Solución 
2: 9”) 


жу 


х? р” =2ay > ————=2a derivando 


у@х+2у®/)-(х? +y) 0 entonces: 
dy 2 2, dy 
2ху12у7 -(х2 + y) 2=0 
A (ОТУ Де 
cambiando 24 рог Бо entonces: 
dx dy 
2,24 dx 2 23 
2ху-(х“-у таш de donde (x° – y“)dx+2xydy =0 
y 


sea y = их > dy = udx + xdu entonces (х? —u? x? )dx+2x*u(udx + xdu) = 0 


(1-4 )ах+ 2и? dx+2uxdu=0 => (и! +1)ах + 2ихди =0 
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dx 2u 
— + 
х l+u 















du=0 > іІпх-ішізи?)-іпс 





302) у!-«х-а) 


e E 
x(l+u“)=c > х +у =сх Solución 


AA d 
300) х 4-2 за y? =4(x-a) > 2yy'=4 entonces y 2 cambiando Фу рог Ёс 
ах ах 4у 
Solución 
dx 
3 1% - 2 dy -У---2 entonces -dx = 2% entonces -x = 21пу + с 
roy за > 2х-—у-——=0 ау 
3 3 ax 
dy dy ak In y? =-х+с entonces y? = Бег“ 
3х-у——=0 cambiando — por --- 
dx dx dy 


po = E ЖҚ. хет integrando 3iny+Inx=c = yx=0 
dy у 


301) р = а(1 + созу) 





Solución 
p=a(l +cosy) => —Ё——=а derivando 
1+ соѕу 

Оч ТРО. хий с 

dy 

5 =0 entonces: 
(1-ксову/) 

а а 2 
(15 соғу) 2 + seny.p =0 cambiando 122 = а 

dp dy p 


2 
- (1+ созуу )(—)+зеп y.p=0 => (1 + cos y)pdy = seny dp = 0 
р 


1+созу/ йу = ар integrando ln|cogay~ctgy|+lnisenyHlnpe >-1 — cos y = рі 
seny P 
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[SOLUCIONES SINGULARES] 


Una solución y = y(x) de la ecuación diferencial. 


Se llama singular, si en cada uno de sus puntos, se infringe la propiedad de unicidad, es 
decir, si рог cada uno de sus puntos (хо, уо), además de esta solución, pasa también 
otra solución y = (х), pero que no coincide con esta última en ningún entorno del 
punto (хо, уо) arbitrariamente pequeño. 


(1) 


La gráfica de una solución singular se llamará curva integral singular de la ecuación (1). 


дЕ Е 
у эж son continuas con 
dy 


respecto a todos los argumentos х, y, у', cualquier solución singular de la ecuación (1) 


Si la función F(x, y, y') y sus derivadas parciales а 
х 


satisface también a la ecuación. 


IF у, У) 0 
ду' 


por consiguiente, para hallar las soluciones singulares de la ecuación (1) hay que 
eliminar y' entre las ecuaciones (1) y (2). La ecuación que resulta al eliminar y': 


Se denomina P-discriminante de la ecuación (1), y la curva determinada por la ecuación 


(3). 


.. (3) 


Curva P-discriminante (abreviado, escribiremos: CPD). 


Frecuentemente ocurre que la CPD se descompone en unas cuantas ramas. En este са$0 
se debe averiguar si cada una de éstas por separado es solución (1) y en caso afirmativo 
se debe de comprobar si es solución singular es decir, si se infringe la unicidad en cada 
uno de sus puntos. 


Se llama envolvente de una familia de curvas. 
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A la curva que en cada uno de sus puntos es tangente a una de las curvas de la familia 
(4), siendo cada segmento de la misma tangente a una infinidad de curvas de la familia 


(4). 


Si (4) es la integral general de la ecuación (1), la envolvente de la familia de curvas (4), 
en caso de que exista, será una curva integral singular de esta ecuación. 


En efecto, en los puntos de la envolvente los valores x, y, y' coinciden con los valores 


correspondientes a la curva integral que es tangente a la envolvente en el punto (x,y); 
por consiguiente, en cada punto de la envolvente los valores: х, y, y' satisfacen a la 


ecuación F(x, y, y') = 0, es decir, la envolvente es una curva integral, por otra parte, 


en cada punto de la envolvente se infringe la unicidad, puesto que por cada punto de la 
misma pasan al menos dos curvas integrales en una misma dirección: 


La envolvente y la curva integral de la familia (4) que es tangente a ésta en el punto 
considerado. 


15 consecuencia, la envolvente es una curva integral singular. 


Por el curso de análisis matemático se sabe que la envolvente forma parte de la curva 
c-discriminante (abreviadamente CCD) determinada por el sistema de ecuaciones. 


у(х, у,с) =0 
ðw (x, уус) | 
дс 


: wels 

| 0 (5) 

Una rama de la CCD es envolvente cuando en ella se cumplen las condiciones 
siguientes: 


: y 0 д : 
Las derivadas parciales, 25 у > , existen y sus módulos están acotados. 


дф дд 
--|<М ,|-- ... 
pa | із; ус (6) 
donde М у М son constantes. 
д 
2 дф 0 sino Ao e (7 
ду 
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Observación 1.- Las condiciones 1) y 2) solamente son suficientes, por lo cual, pueden: 
ser envolventes. También las ramas de la CCD en las que no ве 
cumple alguna de estas condiciones. 


Observación 2.- En el caso general, el P-discriminante contiene: 


1- A la envolvente (E) 

2.- Al lugar geométrico de los puntos de contacto al cuadrado (с). 

3.- Al lugar geométrico de los puntos cuspidales (о de retroceso) (К). 
Г .. (8) 


El c-discriminante contiene: 


1.- A la envolvente (E) 
2.- Al lugar geométrico de los puntos anocdados al cuadrado ( ЯЛ)” 
3- Al lugar geométrico de los puntos cuspidales (о de retroceso) al cubo (R 5) 4 


А, = ЕА*? ВЕ? ... (9) 


Entre todos los lugares geométricos solamente la envolvente es solución (singular) de 1 
ecuación diferencial. 


Esta figura tanto en la curva P-discriminante como en la curva c-discriminante a 
primera potencia, circunstancias que facilita la averiguación de la solución singular. 


En los siguientes problemas, se necesita hallar las soluciones singulares, si est 
existen. 
303) — (1+y?)y? -4yy-4x=0 


Solución 





\ 
(1+ y? )y? -4уу'—4х =0, derivando respecto а у" 


2 
Туул a ас 
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Ја+ y?)y? -4yy' - 4x=0 
we 


_ (1) 


Luego: : 
- (2) 


Ahora eliminando y' de estas dos ecuaciones de (2) se tiene Жыш 


reemplazando en (1). 


4 5 
шалга = у”%4-8-4х-0, de donde 


304) -у?-4у-0 
Solución 
у? — 4y=0, derivando con respecto a y" 
2y'=0 entonces y'=0 
12 
Luego: Р БАС , dedonde y=0 
y 0 
305) у”- 4xyy+8y? =0 
Solución 


3 i 5 
y” - 4хуу +8y? -0, derivando con respecto a y' 


2. [xy 


Л 


зу? 28 4xy=0 > ye 








8ху ү. ху _ 8ху-/ху 


33 43 





+8y? =0 entonces: х./ху -3х,/ху +3./3у =0 
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306) 


307) 


308) 
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-2х/ху +3.[3у =0 


зу =2x/xy => 27у? =4x ху => у(27у-4х7)-0 


entonces: y=0 => 309) 


у-у? аб 


Solución 


у: -у2 20, derivando con respecto а y', 2y'=0 = у'=0 de donde 
y = 0, de acuerdo a las condiciones establecidas no tiene solución singular. 


YER у? +a. {Рага que valores del parámetro a tiene esta ecuación solución 


singular? 


Solución 


y= Y y “а, de acuerdo a las condiciones establecidas para hallar soluciones 


singulares se tiene que los valores de a es a = 0. 


(xy'+y)? +3х° (xy 2 y) =0 


Solución 





(ху+у)2 +3х° (xy -2 y) = 0, derivando respecto a y" 


3х7 +2y 


2х(ху+у)+3х9®=0 => y=- 
2x 


310) 


Luego reemplazando en la ecuación diferencial 


ЭЕ? 5 
PEI ы EL ayy = 





10 5 
-52- -13Х7у-0 > 5 qa 24% -4у)=0 


4 





У(у-2ху')' =2y 

Solución 
убу-2ху')? =2y" derivando respecto a y”. 
2у(у-2ху)-2х)-2 = 2у(у-2ху”х--1 


2 
entonces 2xy? —4x? yy'=-1 > уз 2xy "+1 





4x? y 


reemplazando en la ecuación diferencial se tiene: 











2ху +1 2xy? +1 
у(у-2д( 2-2 2 юа 12% 2 Ж 
2ху? +1 2 2ху? +1 2xy? — 2ху? -1,2 2ху? +1 
A A - ус 55 ум „шю. 
2ху 2x? y 2xy 2х7у 
1 2xy? +1 1 2xy*+1 5 
УС т!" ; => 2-5 5 entonces: 1=4ху°+2 
4x" y 2х7у 4х-у-- 2<у 
por lo tanto: 4xy? =-1 
8у?-12у2-27(у-х) 
Solución 


8 y” -12y? -27(у-х) derivando con respecto a y' 
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311) 


312) 
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24у1-24Уу-0 3 у(у-1)-0 > y'=] 


entonces: 8-12-27(у-х) por lo tanto: y= х5. 
(0-1)? =y? 
Solución 


(у'—1)? = y? derivando con respecto а y' 


Ду-)-0 = y'=1 dedonde (1-1)? = у? 


entonces pero esto de acuerdo a las condiciones establecidas no es 
solución singular por lo tanto no tiene solución singular. 


Mediante el c-discriminante, hallar las soluciones singulares de las ecuaciones 
diferenciales de primer orden, sabiendo sus integrales generales. 
E , 12 ЁС 2 
у= ху+у, ужсхжс 
Solución 


Eliminando c del sistema 


2 = 
9-4 с жен reemplazando еп сх+с? = у 
х+2с= 0 2 
x? 2 y? 
-—+— =y = Уш--- 


4 
2 2 
х al Je: қ х 
сото у= 7 es solución de la ecuación diferencial entonces |у = ШР! 6 


solución singular. 





(ху+у)? = уу, у(с-х)=с? 


Solución 


Eliminando c del sistema 


- = 2 
у(с-х)=с жау оь 
y 2-1 2с 2 
reemplazando еп la ecuación 
2 Ж у? 
Ус-х)-с“ > у(--х--- 
2 4 


элс “аан = 
c x) 4 ы у nas entonces | у = 4х | 


como es solución de la ecuación diferencial entonces у = 4х es solución 
singular. 


у?у?+у? =1 | (œc) +y? -1 


Solución 
Eliminando del sistema: 
(x=c)? + y? =1 
сә есік 
-2(х-с)-0 


reemplazando en la ecuación 0+ y? =1 => y=+1 


como satisface en la ecuación diferencial entonces y = + 1son soluciones 
singulares. 


42 ' 1 
У“-ууче"-0, у=се*+— 
с 

Solución 
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316) 
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Eliminando с del sistema 


ў 1 
у= се* +> 
с -х/2 


1 
0-е”--- 
22 


-х(2 х x/2 


1 
reemplazando en у = се" +— => у=е" е" +е 
(6 


/2 (2 (2 
езе“ ве” < =2e* 317) 


Хи 


como y=2e es solución de la ecuación diferencial entonces es solución 


singular. 


3ху'?-буу+х+2у=0 , х2 +с(х-3у)+с? =0 





Solución 
Eliminando c del sistema. 
х? +о(х-Зу)+с? =0 Зу-х 
=> С----- 
x-3y+2c=0 2 
reemplazando en la ecuación 
х +с(х-Зу)+с? =0 
x?+(x-3y) Зул а =0 
2 2 
LO бы 118 
х Зах UG те ) 
2 4 
2 
¿Y zp 
4 





4x? -9у2 +бху—х? = 0 simplicando 3x? +6xy-9y? =0 


х? +2xy-3y? =0 


х 
1852 В. и 


: Рр : х 
como son soluciones de la ecuación diferencial entonces у= ын ‚ y=x son 


las soluciones singulares. 
y = xy'+ Ja? y? +b? , у= схуа?с? +Ь? 


Solución 


Eliminando c del sistema: 


|p= eae? +6? .-(1) 


4 к===к-===—= 2.22 





а°с°х 
0O=xVa?c? +b? Зе RÁ --(2) 
a?c? +b? 
de las ecuaciones (1) у (2) eliminamos c, obteniéndose 1а ecuación: 
y? y? 
eS 1 la cual es solución de la ecuación diferencial, por tanto: 
b 
х? у? Жие: 
=+ =] esla solución singular. 
a Ь 


Diversos Problemas 


Integrar las siguientes ecuaciones 


(yy? dx +(2xy? -x-ay? Jdy =0 
Solución 
(у-у')а +(2ху? == -ау? )4у-0 entonces: 
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ах 
жаға -х-ау? =0 entonces: 


Ф (2у!-Іж ау? 





es lineal 
dy у-у) у-у! 
23141, 2у°-1 
4 құлы) кт ау? 
=p ш [fe A! До] 
32-32 


calculando las integrales se tiene: 








319) y'=(x-y) +1 
Solución 
Sea 1-х-у = у= entonces 
dx 
у=(х-у)?+1 => ¡Be entonces: 
dx 
dz 
-— = dx > Еко 3 Z= 1 => 
2 2 хас 
de donde у-х- 
x+c 
320)  xsenxy'+(senx—xc08x)y =senxcosx—x 


Solución 


x sen xy'+(sen х – хсоѕх)у = sen xcosx ~x 


dy зепх—хсозх SEN X—COSX—x 


dx xsenx xsen x 
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x=ay? +cy1- y? 


entonces: 


321) 











sen x—xcosx ѕепл-хсоз т 
-{ | dx SENXCOSX—X 








x=e xsenx [ e хзеп к dx+c] 
хвепх 
-n 2. sen xcosx- x 
x=e ае зеп х ах+ с] 
xsenx 


sen Xx ѕепхсоѕх- х 
x = —— [| ——————@х+с] entonces: 


sen х 


sen x 





y= (Insenx+xctgx-insenx+c) por lo tanto: 


сѕеп х 
УСО Е 
х 


dy 
—+ycosx=y"sen2x, п=1 
п y. y 





Solución 
ЕР E. sen2x > y” aos =sen2x 
dx dx 


а 
sea z=y" > Ey 
х 


1 dz 
— 22 +совх.2 = ѕеп 2х entonces: 


A ТРАЕН. 07 
1-п dx 


z= EN мы (1—n) sen 2x ах+с] 
гэ 524! е0" (1 _ р) 2веп x.cos х @х+ с] 


2 £ 
уб" = 2веп х+——+се" Р 
TS 
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322) 


323) 
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(х? —3ху?*)ах+(у° -3x? y)dy = () 





Solución 
0м _ 6 
М = х? -3ху? ду хаа 
М№ = у? -3х?у | ÓN 
== = -6ху 
> 4 
ОМ ам б 
сото Sy ---- la ecuación es exacta entonces 
3 f(x,y) tal que (x.y) =M 
ox 
de donde =- =x? —3xy? integrando 


Fx, у) = Ге —3ху?)ах+ g(y) entonces: 


xÍ Зх? 2 к 
U Ы + 2(у) derivando 324) 


2 


LEN азун ау) = № > -3!у+(у)=у?-3?у 


4 
#'(у)= у > 80) = +e епіопсеѕ 


х“ 3х2у2 қ 


eN red por lo tanto: х“ + y? -6x? y? =k 


(Sxy -4y? —6x? )dx + (y? -8xy +2.5x? )dy =0 


Solución 





Es una ecuación homogénea 
Sea x=uy => dx=udy+ ydu reemplazando еп la ecuación diferencial 
(Suy? -4y? —6u? y? (иду + уйи) +(y? –8иу? +2.5u? y? )dy =0 

(Su —4—6u? Kudy + уйи) + (1— 8u +2.5u? )dy = 0 

(Su? -4y —6u? +1-8u EE У(5и-4-6би? )du = 0, simplificando 


(би? -7.5u? +12u-—1)dy+ у(би? — 5и + 4)du = 0, separando la variable 


dy, 6и? –5и+4 
у 6и! –7.5и? +12и –1 


ди = 0 , integrando se tiene: 


In у+-т1п]би? 7502 +1201 Inc de donde Ey 
| y 


por lo tanto: 15x? y -24xy? -12x? +2y? гс 


"(Bxp? —1?)+(3x?y-6y? —1)ау =0 


Solución 


ӨМ... „ 
[м =3xy? -х? ду ху 


= 
2 2 
|N=3x y-6y*-1 Mt 


ам _ ôN 


como —— = Ж la ecuación es exacta entonces 


3 f(x, y) tal que тыз =M , de donde: 2-4 =3ху? —x? integrando 


» 
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325) 


180 


2.2 3 


2 
ЈО, у) = f (Bxy? -x° )dx+ g(y) entonces: f(x, y)= ын эн gQ) derivando "ч 





òf (x, 
VED any rg) =N => 3x?y+8'(y)=3x?* y -6y? -1 


&'(у)=-бу*—1 > р(у)=—2у*—-у+с entonces 


Fe y? 
pan y —y+c рог lo tanto: .”, 9? y 


2 2 3 -12y* -6y=k 


(у-ху? In x)dx + хау = 0 
Solución 


dy 


xdy +(y-xy? іпху4к-0 > хору = ху" пх, Bernoulli 


d 
ауьф Inx, 
х 


E. multiplicando por y? 


-2 ду 1 Ж 2 2:4 
РАЛЫ ұла е l=Inx, sea z= > —= ёо. 
dx ? са Маг” 


HA nx > d у; In ión lineal lució 
“амс 27 х, ecuación lineal cuya solución es: 327) 


dx dx 
2-6 | 5 (е * (ln x)dx +c], efectuando la integral 


a+ Se A РЕ. Х с) 





In? x+k 
3122) >2+xy in? х= у 


1 
— = х(– 
y 2 





Qxye” -хвеп x)dx + Tà dy=0 





Solución 
{ 1 pa 2xe* 4 
М =2xye* —xsenx ч 
М=е" 28 =2xe" 
дх 
oM aN 
como ——=-— Іа ecuación es exacta entonces 
ду Ф 
3 f(x, y) tal que == ын о») =M de donde: ын y) =2хуе" —xsenx, integrando 


Јо, у) = | схуе” —xsen x)dx + g (y) 


1 - . 
(х,у) = уе” +хсозх—вепх+ (у) derivando con respecto а y se tiene: 


Хо» g(y)=c entonces 


+g'(y)=e 


су) =е +g'(y)=N de donde е“ 
ду 


f(x, у) = уе” + хсоѕх-ѕепх+с, por lo tanto: `. ye” +хсовх -ѕепх = & 


1 
2у+у? += =0 
х 


Solución 
2у+у®+-у=0 => дун) =0 
х Х 


2x? dy + (ху)! +1)dx=0 entonces 


u хаи — udx 
sea U=xXy => уез > == 4 
x 
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328) 


329) 


182 


хац-иах 


2 ) + (u ЭР Пах = 0 entonces: 
х 


2х°( 


2xdu—2udx+ (u? +1)йх=0 => 2xdu+(u-D*dx=0 


du dx 











2 a E -— +lnx=c 
(u-D* х Р 

2 
5 -с-іпх = (1-ху)(с- пх) =2 
ху-1 
шт : 

2х-у? 

Solución 

a 1 2 = sy e entonces: 

2x-y 


dx 2 2 -2 2 
—-2x=-y" => х-е”Пе 7(-у“ауғс) 
> | 


2 
de donde х= Ў се?у ¿1 
279 4 


х? +ху'=3х+у' 
Solución 
х?*+ху'=3х+у' => (х-і)у-3х-х? 


3х-х? 





dy = dx integrando 


х- 





2. 2 
[о = |2 Taro => y=2x-%—+2ln|l-x|+c 
Z=] 2 


330) 4х?у2ах+(х* -2x* y-1)dy =0 
Solución 


TEPE O a 
dex 2х "y 1:0 ж xQ 2y) | 1 


dy 4x? y? dy 4y? 4x7 y? 





х3 1-27 2 


2 х жа entonces: 
dy 4y 










_ az 3 


2 ах m 
sea т=х = 25% яг , reemplazando en la ecuación 
у 








2dx 
- da + 1-2у 2” А боды - 1 - п , ecuación lineal 
2dx ау? 4y? уг 20 
2у-1 2у4, 
ми — Uy 
z=e 2y* de 1y (= 22) +c}, efectuando la integración 
y 


/ 0 
е! 2у 


өл жағы Eje? К 
y 2y 


1 1 
-ln y+— ny— d 
2-е [е m2 


=} +0, entonces: . 
2y 


E 


Solución 
dy l у-ху! multiplicando рогу 
dx x 
ау 1176 3 2 dz dy 
E E sea z= > —=2y= 
у dx х y ы y dx “мах 
1 42 Ай 2 


= = y dedond den de + қз 
ах х 
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332) 


333) 


184 


1 е3 
ecuación lineal 2-6 5 [fe 8 2х3ах жс) 


гэе хаха епїопсев: т=х?[х* жс) = y? =x* +0x? 


Poni ӨР" 1 
х? -ху+у? 2y?-xy 


Solución 
(2y? — xy)dx =(x? —xy+ y? )dy es homogénea 


y=ux => dy =udx+xdu , reemplazando en la ecuación diferencial 


(2u?x? = х?и)ах = (х? ХОР” +х?и°* Хийх + хами), simplificando 


2 
y Кы ае integrando 
X и -3и +2u 


n м(у-2х)! =с(у-х)* 





2_ 
к 5 МЕУ ди =с ае donde 
х и” —-3u* + 2и 


Т 1-4x 
(2х-1)у'—2у = —5 
х 





Solución 
dy 2 1-4х ы 2 
-------У-------; ecuación lineal cuya solución es: 
ах 2х-1 (2х-1)х7 








2dx 2dx 
ые [з= 1-4х 


5 х +с]) integrando tenemos 
(2х-1)х 


334) 





edr f 1-4 | 
Y 2х-1)3х” 


у dirce] => у Lore 
х 
(x— y + 3)dx + (3x + y + 1)ду=0 
Solución 
Sean Д: x-y+3=0 y 1,: 3x+y+1=0 
como Їл II La > З р(хо, уо) E L AL) 


-у+3=0 
de donde: did | > р(-1,2) 
3х+у+1=0) 


sean х-2-1, y=w+2 entonces: 

(x — y + 3)ах + (3x + y + l)dy=0 

(2- w)dz + (3z + w)dw = 0, ecuación diferencial homogénea 

w=uz => dw=udz+ zdu, reemplazando еп la ecuación diferencial 
(z — uz)dz + (3z + uzl(udx + xdu) = 0, simplificando 

(1 —u)dx + (2 + u)(udz + хаи) = 0, agrupando 


(u + 2u + 1)dz + (u + 3)zdu = 0, separando la variable 





н Бе du=0 ‚ integrando 
2 (u+!) 
Ej usce entonces итүе – 2 de donde: 
2 (и +1) u+l 
2х+2 
” )-2 х+у-1 





‚ ®=х+ 1 porlotanto: х+у-1 = се 
21 


185 


Азу 
2 








335) у'+ cos = COS 


x+y 
2 337) 


Solución 


қ У Ко x y X y 
т лав аш A Бы 


2 2 2 


” 


y'= 25еп % sen A =æ cos 231 dy = 25еп Т dx integrando 


In(cos ez -ctg 5 = —4 сов +c entonces: 


y 


созес2 -ctg = Де" 908372 
2 2 


336) у(3х? yz (9x-4)=0 
х 
Solución 


dy (6х-2) 2(9х-4) 123) 


ш-------- , ecuación diferencial lineal 
de 3х? -2х (3х7-2х)х 











(6D) y 6) ye эш “л 
уе” 34- [fe 3х7-2х бедел) шынар integrando 
(3х ~ 2х)х 
1 9х- қ 
уе" х 729 г-2| р 2-2 эд dx+c] integrando 
(3х ~ 2х) х 


y = (3х = х) | 24028 502 +c] calculando la integral 
x*—2x)x 


y =(3x? -2x)( 


er +c) porlo tanto: 
х —2x)x 


2 
М y=Z2+c(3x?-2x) 
Хх 


186 





2,113 А 
хугу-у 3 
Solución 
= АЕ, = х? у multiplicando у? 
ах х 3 
3 
24у 13 х 3 dz 2 dy 
мж ES =— sea z= > —= —= , reemplazando 
ан З 2 за. ё Р 
3 
dz e 25227 le 5” ера 2 = x° , ecuación diferencial lineal 
Зах х 3 ах х 





dra > ге" ёс) 


entonces z=x*(x+c) por lo tanto: y? =x* +сх? 


У-іш (ax+by+c), b+0, ab>0 


Solución 


dz 1 
S z= +by+ > ы =. E 
ea ax+by+c y=( a 


y'=18* (ax+by+c) эж (2-а? г 


dz 


——- = dx 
a+btg” 2 


=a+btg? 2 de donde integrando 


8|8 


pendan = [&+с entonces: 
a+btg” 2 
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339) 


340) 


188 


пее анне айл tg(ax + by +c)+c]] 
a-b a Va 


(retar e 01d 0, Y. =1 


х=1 


Solución 


Sea 


хн 


(1+е“ )(udy + уйи)+ е“ (1-u)dy =0 entonces: 
(и + ие” dy + e" (1-u)dy+(1+e")ydu = 0, agrupando 


бі ӨЗ ахар 


(u+e")dy+(e" +Dydu=0 => -04--- integrando 
92 


е" +u 


Іп у+10(е“ +и) =1пс => у(е" +u)=c => Тат са 


рага х=1, у=1 => e+l=c porlotanto: .. х+ уе"! =1+е 


(x? +у2)4 - худу =0 


Solución 


Sea u=yx => у = ціх +xdu, reemplazando en la ecuación diferencial 







(x? +и?х?)ах - х?и(ийх + хаи) =0 => (1+и?)ах-и?ах-ихйи=0 


dx y? 
dx—-uxdu=0 > —-udu=0 => са entonces 
х 


2Inx-u?=0 entonces  2x*Inx-y? =? 


ши => x=uy => ах = уйи + udy, reemplazando еп la ecuacion. 






141) 


142) 


(x — y + 2)dx + (x— y + 3)ду= 0 
Solución 
Sea 2=х-у => х= йл + dy, reemplazando en la ecuación diferencial 


(x— y + 2)dx + (х -у+3)ду=0 =>  (z+2)(dz + dy) + (2+ 3)dy =0 


(z + 2)dz + (2z + 5уіу-0 = 





2 
2 = dz+dy=0 integrando 








ГЕН -d+ [4 = CS tro 


a Цайр Ус entonces 


1 
373 MQz+5)+y=0 > 22-іш22%5)%4у-К 


2x-—2y—In(22—-2y+5)+4y=k => 2y+2x-In(2x-2y+5)=k 


por lo tanto: In(2x — 2y +5) —2(x + y) = К 


(ху? + y)dx-xdy =0 
Solución 


у(ху + Уах-хду-0 sea xy=u => y= ы entonces 
х 


xdu — udx 
dy AS E ES > 
х 


- = (и +1)ах – КС, 0 
х? 


u(u + 1) іх хаи + ойх 0 = (и? + 2u)dx—xdu=0 entonces 








dx du 1 2 
хал =0 > Inx-—In ziline 
X u“+2u 2 и+2 
x’ (u+2) х?(и+2) 2 А 
Mean, =; кч еш > х (xy+2)=xy0c -> х“у%2хсу 
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343) 


344) 


345) 


190 


(x? + y? +2x)dx +2 ydy = 0 
Solución 
(х? + y? +2x)dx+2ydy=0 => (x? + y?)dx +2xdx+2ydy = 0 


2xdx +2 ydy 
ЕМУ“ 


3 


dx =0 => dx+din(x* + у?) = 0 integrando 


хі жу 
х+щ(х?+у?)у=с > х2 +у2)=с-х => х? +у? =ke” 
(x-D0? -y +1)dx = (у +1)(х? +x+Ddy 
Solución 


(х -1)у? —у+1)ах =(у+ (х? +х+ l)dy separando la variable 








(х= ах +1 - 

20) - LLLA. integrando (*-1)&. = | 2 dy “с 
х°+х+1 187-391 х? +х+] y“ =у+1 
БЕТ - 

епіопсев Та 1 З(агав t! хага 2у e 

ya yl /2 43 
(х-2ху-у?)у+у? =0 

Solución 
21 dd 24 2 

(х-2ху-у“)--жу“-0 => у“--жх-2ху-у%-0 

ах dy і 
"ым ИРИГ 
45” 2-Х-і езіледі x=e 7 [fe 7 dy+c] entonces 


21 1/ - - 
х=е n y+ [е 21п y YY dy+c] 


346) 


347) 






Жонг 


гу ФУ 
х= у?е е y= +e] > х= у?е! “(е 179 +c) 
y 


por lo tanto: А х= у (1+се! >) 


y соѕх dx + (2у — senx)dy = 0 
Solución 


Sea z=senx = dz=cosx dx, reemplazando en la ecuación diferencial 


ydz + (2у —z)dy = 0, es homogénea 


sea y=uz => dy=udz +zdu entonces: uzdz + (2uz — zK(udz + zdu) = 0 


udz + (2и — 1)(udz + zdu) = 0, agrupando 


2u* dz + (2u—1)zdu =0, separando las variables 
2 e + 2. = yu =0 integrando 
х и ц 


тт т > 1п22и? 
u 


sen x 





In y? + 


y 23 en? 


Solución 


1 
+==c entonces 
и 


-с porlo tanto: 2y ln y + senx = cy 


Sea U=x+2y > y'= 6-1 , reemplazando еп al ecuación diferencial 


A, de donde рУ +3 > 
2 ах ах 


йи T 
2е“ + 3 
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i 
4 


348) 


349) 


192 


integrando: -1ің2%36%)-хғс => In(2+3e *)=-3x+c 


2+3e* --467"" l> 2%8@” Y «34 


5 2e* + Зе Y = ке?" 
20х5 +2х?у-у?х)йх+(у* -2х2у-х dy =0 
Solución 


Sea y=tx? > dy=x*dt+2xtdx, reemplazando en la ecuación diferencial 


Ax +2х°?)ах +(х%ї? +2: xx? di +2xtdx) = 0, simplificando 350) 


(2 + 41-21? )dx + (t? %21-1Ххай + 210) =0 entonces 


(2 +41 -21? +20 +41? -21)dx + (t° +21 -1)ха = 


(213 +21? +21 +2)dx + (t? +21 —1)х@ = 0, separando la variable 


2 
-1 

dt = 0 integrando |а. |1-12: ес 
1 +t +t 


2%, (32651 
C 


amr Быны йе) 
? 





Г =c de donde se tiene: 1. х“ + y? =c(x? + y) 


х?у"у'=2ху-у, пж -2 


Solución 
хіу"у-2ху-у > у= (2х-х?у")у entonces: 
уа йуз» за 2 22 ұл “а ги сай =-y” 





1 ш ж к 
жа 2-Х > ----х “ — reemplazando еп la ecuación 
dy dy 
dz 2 d 
КА: ру ns, de donde 
dy y dy y 


pj 


y"dy+c], efectuando la integración z= езе y" dy+c] 


y” с 
ы” y? 


(+ x? алуа (йу! +лу)йу=0, 


Solución 





Up > L= 


1 
n+3 x 


Я, 0 e 


Ү1-х de +nyde +1 + y? dy +nydy =0 agrupando se tiene 
ї+х? ах +-]1+ y? dy +n(xdy+ ydx)=0 
Ах dx+./1+ у? dy+nd(xy) =0 integrando 


І ТЕН 1+ y?dy+ | до) -с entonces 
| Ж» _— AP а=. Т8 
_[х{1+х? “КШТ +1 уг +In y]+/1+ y? +nxy =c 


ратд,х=0,у=п > К Г inne alien] por lo tanto: 
ъд +1п|х+үї+х? y Ley? ‚й+у? [420=mfln + In|n+, п? 
[3(х+ у)+а?]у'= 4(х+ y)+b? 


193 


cionario.net 


352) 


194 














Solución 


2as 4. = -(5-аш-5)% (sar -Бу? +4а51 
5 


ИГ. + жес : 
Sea 2=х+у > y= pe -1 reemplazando en la ecuación diferencial efectuando operación, agrupando e integrando y reemplazando. 


: bc 
х? =s 5 y -і se tiene que: y? =cx? =- 
і+ас 





rra EL.) дор > ета) 49. A Hb? 
dx dx 


3z+a? 32+а? 353) (х-у )4х-2худу-0 


3 A =d integrando | ET dz = (ас por lo tanto: 
Tz+a* +b Tz+a*+b Solución 


a -3b?)1n]7(x+y)+a? +b? | =c 


d 
2xydy +(x- у?)ах= 0 =: 2ху ® +х-у? =0 entonces: 
7 7 4 dx 


а 
Ze -Zso 25 чай 54 у-ке E Bernoulli 
х у 


ахуу'?+(х? —ay? —b)y=xy =0 (la sustitución х? =s, y? =1) ах 2у ах х 


Solución аа 
multiplicando por y, se tiene: 2у т сул =] 
гур: 


ахуу? += ay? =b)y'-xy=0 despejando y' se tiene: 


d O : 
sea z=y? > E =2y = ‚ reemplazando en la ecuación diferencial 





% 


e - (х? –ау? -һу+-](х? -a? -by +4ax? y? 


2аху 
de 1 ТР, Зар, үз 
———27=-1, ев una ecuación diferencial lineal cuya solución es: 
sea s=x? => ds=2xdx => г=у? > dt = 2ydy ах х 
d dx 
p Гэр ах 
de ы Е [s dt sustituyendo еп 1а ecuación diferencial: z=e" * (4 adere] > y = ef- Ea 
dx 1 t ds х 
2 
2 У A 
- у =xd-Inxk] > ----іпхі -іп(хЕ) 
к= н —Ь)+.](х? — ау? y? +4ax? y? 4 
y = —-.—————ЕЄ—————— 
2axy 


2 ж 2 
еу!" (х) => хе?!" =с 


842 -(8-0г-5)Ж4(5-аг-5) + 4ast 
t ds 2а-/з1 
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[ECUACION DIFERENCIAL DE ORDEN SUPERIOR] 


REDUCCION DEL ORDEN DE LA ECUACION 


155) y=e” (c cos2x +c, ѕеп 2х), y'' - 4y'+8y=0 


Solución 





y=e* (с, cos2x +c, sen2x) entonces 


Las ecuaciones diferenciales de n-esimo orden son de la forma: 


-@) 


Donde al despejar y!” se tiene: 


y'=e?*[2(c, +c,)c0s2x+2(c7 =c,) sen 2x] 
y""=-8c,e” senx porlo tanto: у"- 4y'+8y=0 


156)  y=x(senx—cosx), у'+у = 2(соѕх+ѕепх) 





тш) 


29.12 у УЮШУ у ...(2) 


Solución 


y = х(ѕепх — cosx) =>  y'=senx-—cox+x(cosx-+sen x) 
Demostrar en los siguientes ejercicios que las funciones dadas son soluciones de las , 


ecuaciones indicadas. n 
у''= cos x + sen x + cos x + sen x + x(cos х – ѕеп x) 


4 = екх 25 " , = 
a a poa A у''= 25еп x+ 2 cos x + x(cos x — sen x) 


Solución 
у''+у = 2sen x + 2 cos x + x(cos x — sen x) + x(sen x — cos x) 


y=e™(3cosx-2senx), derivando con respecto a х y 
por lo tanto: у''+у =2(cosx+sen x) 


У--е *(3c0s x-2sen x)+e”*(-3senx-2c0s x) =e”*(-5cos x=sen x) 
357) у= (сү сүх)е" Y; учбучду-0 
у"'=е “(5вепх-совх)-е *(-Scos х –ѕеп x) 


Solución 
у''=е *(4cosx+6sen x) 


-3х , -3х 
y = (сү +c,x)e => У--е *(2c,x+3c,) 
y"+2y'+2y = её *(4cosx+ 6senx) + 2e *(-Scosx—senx) + 2е *(3cosx—2senx) 


$ y"=e *(6c,x+9c, —2c,) porlo tanto:  y"+6y'+9y=0 
те” *(4cosx+6senx-10cos x-2senx+6c0s x—4sen x) 


2 "н 
= -2 
=е7*(10соѕ х – 10соѕ х + бѕеп х— беп x) = 0 а. 


Solución 
por lo tanto: у'"+2у+2у=0 ne 4 
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359) 


360) 


361) 


198 


y=x lnx > y'=2xlnx+x > у"=21пх+3 entonces 
у= Ж => ту '= х, 28 2 => ху"'= 2 
х х 


x=y +y, уу”-Зу” 
Solución 





х=у?+у > 1=2уу'+у' => 1=2yy'+)' entonces 


, 1 ”. 24 


= = => de donde 
2y +1 (Qy+1)* 





$r -2 89 12 


үлэ ES == entonces 
(2y +1) (2у+1) 


12 2 2 2 
yy = = УУ"-3(---) =3у" 
(2у+1)* (2у+1) 


“2 


por lo tanto: уу”-Зу 


" 12 


х+с=е ?, у"-у 


Solución 
x+c=e => l=-e y => y=-e? entonces 
у!-- e? y' => у"=е?? = у? = y"= (yy? 


x=y+Iny, уу'+у?-у'?* =0 


Solución 
! 
х=у+шу > PA = Е епіопсеѕ 
y y+l 





+F ге entonces: 
y+ 








ууч уЗу = у( y 511 22 P y y? =0 
(у +1) y+l ул! 


por lo tanto: уу'+у?-у? =0 


sp! 
362) уа +, | гай, xy"+(l-x)y'=0 


Solución 


xp! х 
e : е 
у=сү+с›| —@ => узс,-- entonces 
971 “6 


f е* х= 1 қ К, х 
у"-с, ки entonces xy"+(=x)y'= x(c, хи (1-х)с› сн 
53 х х 


х''+(1-х)у'= с› өлі EXI =0 


por lo tanto: xy "+(1-x)y'=0 


2 e! 2 
163) у=ах+сух] ЛЭЭ x>0, yx? +х)у'+(х +1) =0 
1 


Solución 


2 


e” j pe \ 
у= сх сух|. —йЁ => Уу-с, «с; | — а= е 
ЖІ Jx t 


> A 
y '=-—-e* =-e* (2) entonces: 
х 


199 


4 
ху"? +х)у+х(х+1)у = (= РЛЕР оо) 


2 
- 
y 


, 
+(х+1)(сүх + cxf а= а) 
t 


ху'—(х? +х)у'+(х +1)у =0 


e di 
364) у= с Ínx+c, ах) ---, х>і 
х lnt 
x’ In? x.y '—x1nx.y'+(Inx+1)y=0 
Solución 


di : 
у= с ах+с› Іп х ГІ derivando con respecto a x 
inf 


ср с; се а 2 
үзэг [ыа с; nuevamente derivando 
х  x3xrinr 





x? In? xy" =-c In? х-с, In? «| “--схвх 
> f di 
-хілху--сіпх-с;іпх| —+c,xInx 
Jx Int 


di 
(Іпх+1)у =c; In? х+сү\пх+с› In? т. ЧИР? nf — 
Jx Inz x inf 


Sumando las tres ultimas ecuaciones. 


x? In? х.у'—х1пх.у'+(1п х +1)у = 0 
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22! 
)—(х + х)(с, +с›[ —di-e*)+ 
x t 





х= г-да 





365) 2 y "(1+21n y') =1 
у= аг+сә | | 
Solución 
x=1(2Int-1)+c, A 
2 > а 
(у-І“Ішізс; |E -umia 
t 
dy dy 
dy ад 0.20 d'y Фа, 1 
dx ёх 1+2Int 2 & ах 1421 
de di 
1 
к In y") = ———-(1+21n1)=1, porlo tanto: 
y" (1+2 In y”) РЕ, ) р 
у"(+2у)=1 
= (1+1e' +c 
зв) ХА еа 
y=t e" жс, 
Solución 
di o 
(х-(г Де +c; ЛГ (2 
y=r e +c, ЗУ 6162) 
а 


ду 
dx dù е(-2) 
di 
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367) 
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у'е”(уч2)= 


(1 + 2)e 


por lo tanto: 





de ҮЕ 


e'(1+2) (1236! 





e'(1+2)=1 


E 


y"eY (у+2) Ей 


sen 21 


Х-с; жсі(1- 


y =1-c,sen?1 


Х-с; +C,(1— 


y=l-c, sen? t 





sen 21 


2 An 2(1-y)y"=1+ y? 


Solución 


) e (1 —cos 21) 
шал 407 
у 
ЭР -с; sen 21 


dy 
dy di -c sen 21 
рл. жө ж = РЕТ 20 120830 entonces: 
аг 
а?у 47 dt -2с; cos2t 
dx? ах dx  c(l-cos21) 


= 2(1-1+c, sen? 


por lo tanto: 


0( 


с1(1-сов 27) E сү(1— со 21) 


2(1-y)y"=1+ y? 


-2с; сов21, 2с; sent(-2c, cos 21) 


























x= in 
368) 22% 4 шы УЗ-2ууч3-0 
= — + — 
ETAC 
Solución 
2.4-АР” - 14 2 ме 2° 
ы 4.19 (7-34: +3) 
4 ш? de ¿4 д“ ar 
2: 
бусаг 20° (t? -30 +3у гз 
ах Ф 41% (1? -3) и 
di 
ау 23-1-3 
dy y a 245 
=—= = =i entonces: 
dx? ах de 12-3 
dt 242 
2 1233 
y ay y +3 =12 21 5; )-3-12-12-3-3-0 


por lo tanto: y 2yy"3=0 


Verificar que las funciones dadas son las soluciones generales de las ecuaciones 
correspondientes. 


369) y =C, sepx+c, cosx, у'+у=0 
Solución 
y=C¡SENX+C¿COSX => y'=c cosx-c,senx entonces 
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cionario.net 


y''=-C¡ SENX—C¿COSX Entonces 
Y'"+y = -c sen X—C) cosx +c SENX+C¿COSX porlo tanto: 
VEO 
1 х х тт 0 
37) у= —(де* +сзе “), ху'+2у'-ху=0 
х 
Solución 


1 2 
Ут-(сұе” жсҙе *) entonces: 
х 


1 : 1 Ё 
y'=-— (сүе* +с;е “уншин -c€ 7) 
х 


2 : 2 = - 1 
== (са eze") -—Gl(a e” 628 ae” +03 й) 
х х 


por lo tanto: xy +2y'-xy =0 


371)  y=cx+czlnx, x*(1-Inx)y"+xy'-y=0 
Solución 
Сі 


с 
утахісіпх > у'=сү+— > у!---т 
x x 


х?(1-1пх)у'"'+ху—-у = x* (1-а х) 22) + ху +c, -C¡x—Cz1nx 
х 


=-C1+C21nx+xc, +С) сух с lnx por lo tanto: 
x?(1-Inx)y""+xy-y=0 
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172) 


173) 





у= (+)? жез yy "+ y? 211 
Solución 


хор 


у= үе)? +с› = Ул = 
Ү(с-е)) +С) 


р entonces: 
(а) %с;) 


с x+c 2 
уул-у! = [(х+су)? 2 + ( 1) 


(ха) +c) (a+ ор)? ас; 


2 
с х+е 
AZ ¿PERE 1 por lo tanto: yy"+y?=1 
(х+с,)*+с, (х%сі)” ас; 


х“с; = y +y., у'+буу? =0 
Solución 


x+c,=y+0y => 1=3у2учс у entonces 


i 1 п зориг бу 
зата 36 иу Т 

Зу? “с (Зу жс) (Зусжсэ) 
5 кё бу Е и 
у+6уу" =- )? =0 рог Іо tanto: 





: Кой ы 
By” жс) Зу? жа 
y "+6yy” =0 


x+C, =Insen(y+c,), y"=y(1+y”) 


Solución 
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x+c, =Insen(y+c,) > ү=А%О/'+с,)›у' 


entonces: 
sen(y+c,) 


Y'=tg(y+c) => y"=sec (y+c,)y entonces 
y"=sec*(y+c,)tg(y+c,) 
У'= вес? (улс) (хас) - (уға) (увс) 


У"-у(1-у? ) > y = y (1+ y? ) 





375 һе Fi : 
) у ARA л а, х sen х.у'—хсо$ х.у'+ cos x.y = 0 


Solución 


* sen! x 
уЗ ж 3 sen! 
y ах+езх| =й > увсүжа | = алс, sen x 


н. Senx 
У =C, 





+c, cosx entonces: 


С: Sen х 
3 EC COSX—C¡XCOSx 





у"-хсовхуч-сов x.y = 
= х sent х 
сухсовх( — 7 -crx 008 x.sen х+сухсовх+сухсов [ ЭР" др 
8,1 


У"-хсовх.у%совху-0 





Verificar que las relaciones dadas son integrales (generales о particulares) de las 
scuaciones indicadas. 


376) (х-е)2 +(у-с,)?=1, y =(1+y 2)” 


Solución 
(х-с)? иені =) la. чогу =1—(х—с)? , derivando 


; (x-c1) 
a 
ү1—(х—сү) 


2 ` 
=(х-с)? = ХЕС 


> у? (1-(х-с)2) =(x-c,)* 





, nuevamente derivando 





2 


1+ y ESY 
2 “ 
| му. 2 
1+ 7 Ty FF 
{1+ у' 
1 =  — entonces 
y 
(1+ y? у”? =у'+у? уууф рог [о tanto: у'= (1+ y? ye 


377) 2 =1+(1-x)?, yiy"=1 


Solución 
2yy'=2(1-x) => Eat , derivando nuevamente; entonces: 
y 
у-(х-2)? 
Ma UG 
y? y? Ж: 
у?у"= у? 2” шэн y") =y? -(x-1)? entonces: 
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378) 


379) 


380) 
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у%у'= у®—(х-1)? como y? =1+(1-x)? entonces 
y? -(1-х)! =1 por lo tanto: у?у"=1 
ѕеп(у-сз) =е**%, у"= у(1+у?2) 

Solución 


seny- 02) o е" cos(y-c7)y'-e* зеп(у-с)) _ 





a e” 0 
Улсад (У-с:) = y "=sec? (y-c),)y" entonces: 
У”"-зес (у-с)(у-с)-Ш(у-с) 18 (у-с;) 
у''= у'+у? =y (1+ y? ) porlo tanto: y =y(1+ y?) 
c¡x+c =In(c, y-1), уу'= у?+у 
Solución 
сіх%с; -Ішсіу-І)) > с = су entonces 
СЕ 
У'=сүу-1 => у= ау=сіу=с 
yy''= уу'с де donde al reemplazar se tiene: yy"= y? +y 


х 
уіпу =x+ f еа, у(1+1а у)у'+у"? = 2хуе 
Solución 


л 
ушу-х Са =” уп уу'=1+е^ entonces: 





+e" y 
й 1+1л yy? 

yn y+ 4 +у"= 2xe" entonces: y"Iny+ ыы 
y y 


x? Жа x? 252 
2ухе” —(l+e” ) 2хуе* -(1же” ) 


2 
к ш (In y +1)? Е (In y +1) 
y MODA y 4 yn у+1) 


(2хуе* —(1+е* )) | 
(In у+1)? © (1-е: )7 


1+1п y)y"+y?= у(1+1п : 
у(1+1а y)y"+y"" = у(1+1п y) GE hai 


? 
4 


2 ғ pi 1 
2 _2луйду+1)?е* —(1+е* y”, (же?) 


1+In y)y"+ - 
Ж аА (іп у+1)? (ш y +1)" 


r? 
por lo tanto: y(L+1n y)y" +y” = 2хуе 


1 


-+ у''= 2хе* 
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Se consideran los siguientes casos: 


П. 


TI. 
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DUCCION DEL ORDEN DE LA ЕССАСІОМ) 


donde f(x) es función solo x o constante. 


La solución se obtiene integrando n veces. 





p oeoa 


Cuando la ecuación no contiene la función incógnita y sus derivadas hasta € 
orden k — 1 inclusive. 





Еу М, 930 


se puede disminuir el orden de la ecuación haciendo la sustitución 
у® (х) = р(х), después de la cual la ecuación toma la forma: 





Шы, =0 


ЕХ, рр тр 


de esta ecuación determinamos: 





P= (а, Caos Сл) 


siempre que esto sea posible, y hallamos después y de la ecuaci 
УАК, = f(x,C,,C) ,...,Cn-¿) integrando k veces. 


La ecuación no contiene la variable independiente. 


FOS RO 





La sustitución y'= p permite reducir el orden de la ecuación en una unidad. 


En este caso se considera р como una nueva incógnita de y. p = p(y) 
expresamos todas las derivadas. 


y 5 у' ' es. y 


mediante las derivadas con respecto a y de la nueva función incógnita F. 


„р _dp dy_ ар 
йет Уны» ру 


: ар, 4, dp dy _ 2d*p 


d dp 2 
==(p=)= (р. — + p(=)” etc. 
сты ау ду” dy dx Ё ау? ау! 


poniendo estas expresiones еп la ecuación en lugar de у'.у"',..., ye , resulta 
una ecuación diferencial de orden п- 1. 


La ecuación F(x, y, у. y =0 , es homogénea respecto a los argumentos 


УУУ y OSEA: 





donde z es una nueva función incógnita de x. 
A) 


La ecuación es tal, que al escribirla mediante diferenciales. 
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Integrar las ecuaciones. 


381) 
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resulta que F es homogénea respecto de sus argumentos 


382) y"=x 
x, y, dx, dy,d? y, d” y, donde se supone que х, dx son de primer grado е 


y,dy,d 2 у,..., de grado m. Solución 
2 
t 


PAE = у" Јако 5+ 


d” y 


2 





En estas condiciones, 2 será de grado еп m- 1, de grado т — 2, etc. 


Para reducir el orden de la ecuación se hace la sustitución х=е', у= ие", 


como resultado obtenemos una ecuación diferencial entre u y t que no contiene 
a t explicitamente, la cual permite reducir su orden en una unidad. 


х x? 
y'= [ожа аа 20990: entonces: 


х? х“ С, 2 
'=|(——+сух+с,)йх+су > у=—+-——х°+с,х+с 
y f е! 2) 3 42 24 2 2 3 


х“ с 
+ ат х? +C3x+C3)dx+c¿ por lo tanto: 
yes, y(0) = y' (0) = у''(0)=0 





Solución 


ES y = | xetax+e, 
383) Ах MES Еу (ІЛЕ) 
у!-е" (х-1) сү, У"(0)-0 entonces: 0--І-с) => с =1 
Solución 
y =e (x-D+1 > y'= е (х-1)+1)&с+с 
PAS => у!» |хїпхйс+с entonces: 
y'=xe*+x+c, y'(0)=0 entonces: 0=0+с => с-0 
2 э | 


" дон х" " 0-0 1 — 
у'=хе*+х > у= | ое" +х)йх+с, de donde IAEA A SA ай сөз 


2 х? Ж х? ТЭР: 
Жл іле! = йўл = з= h e += 5 | ——1[пх-—— +—)йх+с 
y=xe* -e* + 2 +c, у(0)=0 = 0=0-1+0+c > с-1 y => ДИД Y (5 4 27 
2 х! а 1 
. e ---ІПХ------4---с entonces: 120” 257252. 
Ду КЕШЕНЕ ES 6 Кашы л чам 6 
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384) 


385) 


214 


к 


г 5x? x 1 
= [(—1пх-——— +—+—)фх+с 
% y 6 36 4 а 


х a «922577 (1)=0 
жанар 23 94 5 0 


60 ех 
por lo tanto: у=——1пх————+—+—+—— 
96 36 4 6 144 


у= х+со5х 


Solución 
y U=x+cosx => y'= Гв» cosx)dx+c, entonces: 


A А 
Шы ы ды > y= fE tsent )х+с; 


3 3 
х 59 
б = ғы е de donde y = [|С—-—созх+сх+с;)йх+с; 


х* сүх? 
por lo tanto: y= 24 - Бел х+ 





+C3X+C3 


ЕЯ 


Е Dy =y 





y 
(x+2) 
Solución 
х 1 2. 
“= => "= (== kx Hce 
(х +2)? 5 EA (х +2) 


ucionario.net 





7 1 2 


- E. Y ус 
Day ы” 


1 1 

0---,Ж- %С с=с 
3 43 162 

т І І 

-- + х беа integrando 

3(х-2) 2(х-2) 162 

¿A E чт 

3(х-2) 2(х-2) 162 


1 1 х 
Ys- =r e AS 
6(x+2) 6(x+2) 162 


1 1 1 3 
О©=—————————-+—————+с > с=— 
63%” 63% 235 162. 

k 1 1 х 


1 3 жое. integrando 
6(x+2)% 6(х-2) 162 162 








1 1 x 3 
›=|с——+ ыа )45 
6(х+ 2) 6(x+2) 162 162 
1 
у= сенен и тү y(1)=0 
12(х--2) 12(x+2)f 43% 23 
1 1 1 3 
0 = = —— +++ —p+ce entonces: с--- 
LIT шыс” ZN 243 
por lo tanto: y 2 - а 


= е + t + 
12(x+2)? 12(х42) 434 23% 243 
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386) у"2-5у+6=0 
Solución 


dp dp 2 
'=р > у"--- dedonde (--) -5p+6=0 entonces 
y Pp EZ (ae р 





а) 
52 = \б+5Р => pg’ = 2./рх6 хэ, 


4(5р+6) =25(x+c,) 2 entonces: 20% +24 = 25(x+c, y 
20dy =[25(х + с, )? -24]dx , integrando tenemos: 


у- ata) —24x+c, , por lo tanto 


5 5 6x C2 
=—(a+c,) - + 
IA 


387) (1+х2)у"+у2+1=0 
Solución 


d d, 
y'= s => уда зй ‚ reemplazando en la ecuación diferencial 


а 
й+х® p? +1 = 0, separando la variable se tiene: 














а dx 

2 + 250 integrando [ Ф +Í 2 =c] 
pti іт (22211 Fx 
de donde: arctg p + arctg x = arctg c 


arctg p = arctg c — arctg x 
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388) 


389) 








p= - ь- dy = 2 ax, integrando miembro a miembro: 
1+сх 1+сх 
ш|1- 
ута) =. шан, 
с с. 
y 23y"y+3=0 
Solución 
2 
482, => (ры ы de donde 
dx dx? dx 
2 
dp. „ар dp 2р+4ј4р -12 2 
--)7-2--.р%3-0 > ----------тр?уг:-3 
С) Жоо им 2 py p 
dp 5 б, с 
——— = dx integrando y reemplazando se tiene: 
рьүр!-3 
1 3 
х=—1п|ї|+—+с 
| 4 lel ry 
PA 
3 ш? 
ЕЕ 3 
x= уа — 
х 
Solución 
м 117 ! " 1 
Sea z=In2 = E аа 
х ах ху ром: 


LEJ 1 Ц 1 
a , reemplazando se tiene: 
ЗУР 


x= y'In È > 
х 
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390) 


218 





Pa) 5 IZ 53 үй) 
үз ЖЕ х 4 >= 596; 
dz 1 , 
entonces: — = — (2-1), separando la variable 
Ак ж 
dz ах 


=— => іш2-І)-іпхс entonces: 
ши? 5% 


2-ішхс > z=l+xc > (07) =1+ xc se tiene 
х 


ез" есі ехс+! 
(Ак = y=x 


Ух +k 











2 
с 


уте") 





с 
yty? =y" 
Solución 
d d? 
2. => =E- Т, reemplazando en la ecuación diferencial: 
dx dx? dy 
2,2724 аруз 2 
(Sp =p” > (--)/- -1 
КЫЕН ы ( т) р 
а ГЭЖ”: 4 
а 4р? -ji => e =dy, integrando 
dy үр і 
1 
агссоз—=х+с > —=cos(x+cC) 
Р 


, 


р = ѕес(х+с) => > -вес(х--с), integrando 


391) 


392) 





у= [зес(х+с)йс+с\ => y+c, «Ши +) 


жеу = | 

Solución 
Цэ => м entonces: 
УР. y Ж : 


улс е > Ф < fi- p” , separando la variable 


dp 
1-р 





- =dx, integrando: 





[ P -fatc => агзепр=х+с => p=sen(x+c) 
1-р 


dy 


7 =sen(x+c,) = y'=-—cos(x+c,)+c, entonces 
dx 


y =C)x—sen(x+c,)+C3 


y"(1+2In y')=1 


Solución 
2 
шинэ > ayoa de donde 
dx ах? dx 


P ї+21п p)=1 => (l+2inp)dp = ах 


fa+2in рф = |ах+с > 2pinp-p=c+x 


x+c= p(21n p-1) 
y+c=plnp 
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393) 


394) 


‚ 395) 
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„2 












2 2 
ху” +1 4 - qu u > са =e” E шш. , reemplazando еп la ecuacion 
dx dz ах! dz? dz 
Solución : 
1 
1 EG -ие е (найы =y? E , simplificando 
y? =x-1 > у= х1 =» з dz e 
2 
(242 б 12 = 0 де donde haciendo la sustitución 
22-54 5/2 dz dz dz? 
entonces: у= 15 (x-1) есте; 
du du 4» 2 dw 
3 ——=0и аа нд +w-—=0 entonces 
4у'+у" = 4y" = 4ху" dz dz dz dz 
Solución j =dz resolviendo y reemplazando se tiene: 
E м+м 
' d* ў аг 
Ѕеа Ж. р = 57. 2 , reemplazando еп la ecuación diferencial: у=с›(хе%* -—e) +0) 
dx dx? ах С 


396 "(у +2)е? =1 
a Ey? de donde 04 


dx 
Solución 
d d а?у 4 
22 =2x+ 2x’ -р2 ев homogénea de donde al resolver esta ecuación 5 =p > 28 = > Z prae” =] entonces: 
w 


3 


ў 1 
btiene: = = =з 
obtiene у=сүх(х-сү)+с,› > y 3 +с (р+2)е?ар = dx integrando [о +2)е?ар = [a+c 


y 


y y y = (Ly е?(р-1)+2е? =x+c entonces: 
х 








Solución б экы Р. 
205220 dx 
ужа-ре 
d? ? 
Zop = 47.24 de donde y "= TÈ, reemplazando 2 
ЕУ 
агы ‚ У0)-0,.у(2)-4 
dp 2 а?р р.з БІ? Таст 
С) е. ш. и хе риа Solución 
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398) 


222 


2 
ур > меж de donde шу 3... entonces: 
dx (с хо р 
dpi 1 мн dpi 252-532 
са = =x" => 2р---- =2x 
== р Рэж 29 
sea 2= р? => Ж жун» reemplazando еп la ecuación 
dx dx 
dz 2 бу, 2 
2 -12=2x? ев ша ecuación lineal cuya solución es: 
x 
399) 
Me 
о. је * 2x°dx+c] БЕ E 
г=х?(2х+с) =2х° +сх? => р*%=2хл%+сх?* => р=х2х+с 
2. 257--сх2, у(2)-4 > 4-41644с ->с-0 
dy -Ү2х: => ›=2У? үз? +k, у(2)=0 > k= 256 
dx 3 5 
por lo tanto: JA 
5 5 400) 
у'= й+у? 
Solución 
2 
de Ade dx 








1+ р? 


5a ІХ > | ар 


3 Дар? 


= [&+с entonces: 





з р+4/р2 +1 Ьх+с > р+4р? +1 =е**© despejando se tiene: 


ger -(хғс) 


ёе dy 
р----т---- como p=—, entonces se tiene 
2 dx 
а езе ~g (5%) 1 ес =p tc) 
= A integrando Ге +С = ] dx entonces: 


y+c, =senh(x+c). 


у''= y'Lny' у P =0, y' ДАН = 





Solución 
тт ya 

Іпу!-- 2 -> ГА = А =) 
ax уи ба 


111 ы ! (42 Ы dz 
= А Е А = — = х entonces 
E 


Inz=x+c > z=e*" > In(Iny')=e**" de donde 


In y'= е“ > y'=1 para x=0,c=0 e integrando se tiene: узх. 


2y''In y'= y", y юэ --бе > y м: =е 
Solución 


dy а? а 
Pos Lp 
у 


— ез 2in dn = entonces: 


2lnpdp=dy = 2finpdp= | dy+0 > 2ріпр-2рт-уФс 


22 1 EE entonces: 


dx ах dx 


2e? Ine”? -2e? = бе? +c > с= 0 


228 


401) 


224 












402) —2yy"=1+y?, y] _,=l2-1, y ži 


x=0 a 


у-2ріпр-2р diferenciando dy = 2dp + 2 In p.dp — 2 dp 











2) Solució 
pdx=2Inpdp => а= 29Р а, integrando 3 = 
р dy ағу ар ТЕН 3 : 
"зер > = = ——, reemplazando en la ecuación diferencial se tiene: 
dx ах” dx 
x=1n? р+с, х=1, у-е? entonces 1=4+c > с--3 4 ЭРТ 227 
2р =1+р? = БЫ =dx => [ 25 =x+( 
- 14-р" 
In? p=x+3 > p:e = Zat integrando 
ш(1+р?у)у=х+с, у-р--і, x=0, 2 =с 
y =-A1+34 110 з 1 Бо ы-і с... 
аат > l+p' =e” > р-чүе2 -1 > de” –1 


узу ул =0% Я.. 2002 у! =-] 


з= 


dy = үе?" —14х integrando se tiene: y =x-42e* -1+In2 


403) ху'''+у''-х-1=0 


Solución 


а .. 
у'=р > у"= Es , teemplazando еп la ecuación dada Бошо 


ар 


у= р => у"'=—— , reemplazando en la ecuación diferencial se tiene: 
dx 


dp 


ар рде =0 = р дан =-dx integrando: 
руР”-2 йр do 1 «Ч ғ ж 
х---р-х-1-0 > --6-р---- ecuación lineal cuya solución es: 
dx ах х х 


=-|&+с = агсѕепр=с-х => р-вес(с-х) 


[+ 
pjp- 


dy 
—— = ѕес(с- х), х-л, "= —] => = 
і ( ) y с 


(x+? 
2 





4% |“ х+1 1 
р=е fe Farol = p=- 27 
x x 


d?y 


х I G dy x 1 

—+1+——+—— entonces: —=—+x+=—Inx+c, lnx+c> 
; тау” жақ dx 4 2 
dy =sec(27 — x)dx , integrando se tiene 
хт Жү: 


х x 
Эв айлгах се ушыш. por lo tanto: 





т 
y == ig 


teg = y=0 раа х-л > с-0 





2л —х у= 0 жб усул еу (ғо; 
2 


por lo tanto: y =-In]te( мєр 


225 


404) 


405) 


226 


х“ у" 


406) +2х?у'=1 


уу"-зу" = 0 
Solución 


Solución 
dp 4 dp 3 

= => у"--- dedonde x —+2x` р=1 

уар Y П П р 


Bey > а?у рф de donde 








dx dx? dy 2dx 
IN = 
Т. 4% ESE ш? =} =е Эх АНГ 
4 4, x 
O a 29 +, “-Руу-3р (25) =0 
dx? ау dy dx 
_p nx 
ЕЗ 
х 
resolviendo se tiene: x= суу? жсҙу%су 
2 
22 > + integrando 28 - 2+ integrando 
4 Жэ ох dx 2x* х 
xy? Pg E і 
3 se tiene: Y == == Mx EC |% 
2x 
Solución эст 
А 407) 41-х2у"-1-у7-0 
dp 24р 3 х 
y= = у"--- de donde xp" — = p” +— 
A A Solución 


1 , ". ар 2 ар 2 
= = == =>» 1-x* — +l + =0 
Yæ p. у Ж 4 Үй y Р 


dp х! 2 22 2 
de donde ----р---р “ multiplicando рог р 
ах х 3 


=0 integrando 








P „з x? sea 2-р" =: 2147 Ed 


ах х ах ах 





Зах 


кане Кз тт) 
Er entonces 2-е f "е! х х?ах+с] 


arcsen р + агсѕеп х = агсѕеп k, despejando se tiene: 
р = К соѕ(агсѕеп х) — соѕ(агсѕеп k)x entonces: 


31 3Inx_3 3 ЗЕ СА 3 А : 
1-6 “fe "Sxtdx+e] > z=x (x+c) = р =x" +сх dy = [k cos(arcsen x) — cos(arcsen k)x]dx, integrando se tiene: 


3x 4 7/3 sal O E РРР 
dy=x3lx+c integrando AGN" - are) +c) y= 2 2 2 


227 








x+] 
408) -Dy 2y = ЖЕ уе E E 
2x dy dy 
Solución ; рар 
entonces: ЖЕ. д вэ) ыр уе 
dp 1+p? y 2 


Уңлр > у"- у, reemplazando еп la ecuación diferencial 


In|1+ p?|-Iny? =Ink? => =k? > p?=k?y?-1 







р? +1 
у? 








«= Bop 0 > 2-2 улаан ecuación lineal 
AE : р=үк!у*-1 = 2. y > -—=— =& 
pae feta E +c] = p= : я dx+c] Мк 2у2-1 
2х (x-1) 2x° 


-[ж+е 5 ln ly КУ хс 


: ) ау 
integrando; лал 
ш|у+үк?у*-1=кк+сү > Ју ека 


—= = —— [2 -Inx- =. +с] integrando dos veces se tiene: 
x 


у=уютх+сш|х-1|+сух+с; 


41) 3y'y"=2y, у(0)-у(0)-1 
409)  y"y*=1 


Solución 
Solución 
| ау у=р > уа? de donde зр рау 
У!у!-17-» y== > у = entonces Фу dy 
y? d y 
entonces 3p? dp =2ydy 5 P =y жс entonces: 
йы | +С =>. у Ї І integrando 
КУРУ 57 4 
2 2у Y р=їў|у? +c; = Tsy? +e, x=0, у'=1 
se tiene: суу! -1=(c,x +03)? 4 
=з е => =0.> Zy? entonces: 
410) уу"—у?-1=0 
Р y“ dy = йх integrando: 3 =x+c > 7у-(х-су, х-0, y=1 
Solución 


228 229 










х 2 
de donde: с=3 => у-(-41) ' ' 

3 u $ dy „Яу -5/3 
y =у'—— е допіс 3у'—— = у 7” entonces: 
dy dy 


412) у"=ае? 





Solución 3y dy =y 3ау entonces Ч E -2у 28 +C) 
dy' ¿dy 


=p > у"=у'—— dedonde у---ае” 
А я У dy 


y =k-=y" > yY=y-k-y 7; integrando se tiene: 


2 
entonces y'dy'=ae’”u integrando ае? +c, > у'= ае” +c 


4 | | Vae! +c? -c 


ci(x=k,)=x+(2c, y?"* +1)/c,y?? -1 


415) 1+ y? =2уу" 





k Ч pS ыс Solución 
=== = dx integrando se tiene: халж” 101 шинжин 
yag! жс yae” +с? +с ч % 
У-р > у"-р-- dedonde 1-р! = 2ур & 
PE р УР 
—=—+= en A ра 16 А 
4/у усуул епіопсеѕ d 25 р = ҰЯ » ecuación de Bernoulli 
Solución т 
1853-2987. sea z=p? > = =2p a 
' dy' І è 1 12 y ly y 
A >» ду = = 16у'ау'= dy 
5 s үү dz 1 1 
——-—— 2 = —,‚еспцас1бдп lineal cuya solución es: 
4 dy y у 
8у =у+с => уз EA 24 
X 8 үужс %- 15 pa ! 
2-6 ЕЛГЕ refe = т =>) г-и 
у 


entonces: 2 угсэ- 134 entonces: 4-/х/улс = х+264х 


2-/х 


2=—1 + су entonces р? == CM = E 





dy 2 
cy-1 > - =de 8 юе 1 =х+ 
4су-1 с 4 


шаг a 


Solución por lo tanto: 4с (усу) =(x+k)? 
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ho 
ta 
= 


416) 


417) 


232 


y y"=-1, y(1)=1, у()-0 





Solución 
dy 31.0 sd 
Py => AA 
dy dy y 
5 !2 1 0 
integrando: y“ =—-+с, у=1, у'=0 
y 
О=1+с > с=-1 > PE > ут е) 
y 52 


уау 
у-у 


entonces: 0=1+с > с=-1 > - П-у? =x-1 


= > - І-у” =x+c para х=1,у=1 





1-у2 =x?*-2x+1 porlo tanto: у= 202979 


3 
у"=Зуу', 00) =y 0) =1, у"0)=5 


Solución 


DI 2242: de donde Ра =з 


entonces ар = Зу dy integrando p= 5 y? +C 


3 у 3, 
ага y=1, у"-- > ----- entonces 
para y y 2 de? 27 


2351) > 2ydy'=3y*d integrando: 


418) 





y?=y +c, y=1, y=1 > l=1+c > c=0 entonces: 


у-у!! > y"g=a => -21y"=x.*c 


и е. рага x=0, y=1 > -2=0+c => с=-2 
yy 





e ғы 5 а= ЗМ рог lo tanto: y= ы 
ЯГ) х-2 : (=з) 


Solución 


d d 
у'=р > у-р de donde урд -p?=y?p 
dy dy 


dp 


= ЕЙ p=y ecuación lineal cuya solución es: 
dy y 


52 a 


р=е [е Y уду+с] > 2 


шөл» 
— =e ау+с 
S Ц 4+] 





dy. =у(у+с) => > 4 dx integrando 
dx y(y +c) 
se tiene: cx+k=In|2-| 

у+с 


уу"- у? 


Solución 

а ар 2 
к= > =_= у" аде donde = 
тер "pf donde yp -” 
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420) 


421) 


234 


ЖС? чи > Inp=Incy > р=су 

dy р y 

Zay = D ТУ => lnyscx+k => у= Ке 
y 


y"= ет» : у(0) = 0, y (0) =] 


Solución 422) 


а” dy 2y 
у= у > у——=е de donde: 
dy dy 


ydy=e "dy => уісе” +c раа y'=1, y=0 
ішізс > с-0 > y=? > е *dy=dx 


-e =х+с, х=0,у=0 > 1=0+c > c=-1 > -е”-х-1 


засы р у= - шік – Ц 


у= ТЕ |= E entonces: 
1255: 1-х х-1 


2yy"-3 y? = 4y? 


Solución 


dp 


dp de donde 2yp E -3p =4y 
dy 


ЭР" = |у"= = e 
VE Ч Ға 


2 


а 
жез аты = 2р. 


9а 
тар =4у 
dy 2y Р йу у 


sea 2-р > Ar > шау, ecuación lineal 


www.el: 





б; 
” 4ydy+c], integrando tenemos 


4 ~ d 
р кош > р=үсу'-4у => > = 


cy” =4у 





= dx 


integrando se tiene: y cos (x+c)=k 
y" =1+ у? 


Solución 


а) а 2 
у= р > у= с de donde га =1+ р“, separando la variable 


d, 
entonces 2 =dx integrando: 
1-р 
dy 
агсірр=х+с => p=tg(x+c) > Жо) 


de donde y + К—1п [cos(x + с)| = 0 


ху' (уу-у? )- yy? =x! y” 





Solución 
4 
d y CT 
x=e' улие! => ИЕР агаа щи 
; dx dx е! а 
dt 
d dy аш аш 
Dis. 2-5, ; 
«ға а-а” п (© ма, 
dx? dx ё d? dt 
Ж 


424) 


236 


después de reemplazar en la ecuación dada se tiene en la forma: 


2 2 

4.8 йи йй = 455 => аР с 

а а а а d? а 
de donde рай, р? = p с 2 =p-1 entonces: 

р и 

ар и+с 

ЗЭН > In[p-1|=u+c => p-l=e entonces: 
utc ай utc : 5 
p=l+e =» Te l+e resolviendo y reemplazando se tiene: 
іт асу” 
y=ke 73 


y =(y- 9); у()-у()-і 
Solución 


хќу"=(у-ху)? > х*у"= (хуу)? entonces 


a =. E = 0052) 

4 х/б iy x? x? 

y 

L= ly => (Ey=p0) > >= | р(х)ёх 
х X x 


y =x| рах derivando y'= | pdx+xp > у'=р+р+хр' 
y"=2p+xp' porlo tanto: 


y $ 2p+xp' 2 
a = БОР... Р Ё 3 
х 





П LI =; ШУ АР ЫГ, -2Х 
х х 


dz ! 


sea 2=р? > = 2р Р = Lts 
х 


4dx f 2-2 
ecuación lineal 2-6 х [fe х 2xdx+C] entonces 


2 2 1 2 7 
2=x |< ах+с]) > р ; =x*(-— +0) > р ma? 
2 К 


1 


/! == ын E n (54) 


























х\Усх* —1 хүсхА 1 2 
| ey >| * 
“Oom - == 223 5 « Í p | 
2 
«Үсх2-1 Vox? –1 
1 х 
-=—===0 с> с= со luego para х= 1, cow => Е — 0 


| dy _ dx 
ху-у-0 > === => lny=lnx+c, parax=1, у=] 
ЭУлнийх 


Inis=lni+c ->с-0 = iny=lox => y=x 
у'+у'?+2у'=0, Y. =112, jiao! 
Solución 


1.) ар 


=p => y'=p de donde se tiene 


237 


entonces: Іпір%2|ғу-с => Іпірғ2|-с-у > р+2= е? 


. k 
LL = WS =- = -іш---- 
Ке 2, рага y'=-1, y=1n2 > -1 2 2 


1-е” 





entonces: k=2 => =2(e * -1)=2( ) 


Бас 


е 


3 
5 dy =-2dx integrando 1п|е”-1|=-2х+с 
e — 


e” -1=4e 7, x=0,y=In2 > 2-1=A > A=] 


25 


е*=1+е 7 => у= |же" | 


426) y"=y(l+y”) 





Solución 
а а 
үс ре => “ер de donde p£ par) 
dy dy 
dp =dy = =y+ = + 
у =^Ч4у => artgp=y+c > p=tg(y+c) 
1-р 
dy 


® =tg(y әу = ctg(y + c)dy = dx por lo tanto: 
Іп |sec(y ёс) х +k 


Solución 
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428) 





y=p > у-рФ de donde зрФ (1+ р2)?'2 


ре 
58 


entonces: HER 
(1 E p? ) 3/2 





dp=dy = =у+с 


-3 
ү1-р? 
(i ужсу > Т ОЛ > p= -28 аха 
1+p (улс) (улс) 
Фу EE 7-4 integrando se tiene: (х+К)* +(у+с)* =9 
йх (у+с) 


у''(1+21п y')=1, ME =0, Заль =] 


Solución 


y pS E а de donde БЕР 0-212)-1 
dy dy 


р(1 +2Inp)dp =dx = [Ра+21пр)фр = |ау+с 


у?1пу'=у+с, y'=1,y=0 > 0=0+c ->с-0 
y? у= у > у= p? diferenciando 


dy = (2p Inp + p)dp = pdx= (2p In p + p)dp entonces: 
dx =(2 Inp+ 1l)dp integrando x+k=2pInp-p, x=0, у-і 


0+k=0-1 = k=-1 > x=2pInp-p+1 


y aye =1, y | Зер Y | =-1 


Solución 
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dp dp 4 
'=р > у"-р-- de donde p—(p+2)e” =1 
= dy dy 


(р? +2p)e”dp=dy = Го? +2д\уе”ар= азе = р?е" =у+с 


E IAR, > e' =e 


per”? = ‚ y=-1,x=0, у= ше”! entonces: 





Эс =>c=0 entonces 





431) 
]x=(p+be? 
|y= pe 
y? y"! бу! (2 гу 
430) -Зууу оу” oy" e ES 
х 
Solución 
Ж ЕА 
убу туу) –2у' (ууу асо а 
2 "©. + ГЈ 2 1 Hi 12 y "2 
ху УР "Жа Tata е, уец2 2 y=] 
2% y 22 
y" y” y ; ! : y 
Abaroa, =p 
y у y y y 
х?(р+р?)-2х?рр+хр'=1 = x*(p"+2pp')-2x? pp'+xp'=1 
х?р"+хр'=1 sea х =е’ esuna ecuación de Euler 
112) 
2 2 
еш wA P Р Pai ээ илт 
а? а аг а 
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; т: 
“Бн. = с 
2 2 


y 


entonces: р-і-с => р 





х : 
+clnx+X integrando: 





2 
Х elnx+k)dr+c, Sly = ce" Gin? x+clnx+k) 


Hallar el tiempo que necesita un cuerpo para caer a la tierra desde la altura de 
400,000 km. (aproximadamente esta es la distancia desde la luna hasta el 
centro de la tierra), si la altura se mide desde el centro de la tierra y el radio de 
la misma es de 6,400 km. aproximadamente. 








Solución 
r = 400,000 km. 
R = 6,400 km. 
t= 
Condicion del problema: 
F=ma de donde: 
GMm M 
- 1 шта => а= “Зар 
к PE 
4% СМ 
entonces: —]*= 
а r 


2 
баты 2-4 se tiene que: ї = 122 horas. 
di di 


resolviendo el problema aplicado: 


Hallar la ley del movimiento de un punto material de masa m que se mueve por 
una recta OA debido a la accion de una fuerza repulsiva que es inversamente 
proporcional al cubo de la distancia del punto x=0 cm hasta el centro inmovil 0. 
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433) 


434) 


242 


Solución 


m 
or ‘l 
0. х-» А 
Condición del problema; 
2 
HE 14 =m Sd resolviendo la ecuación se tiene: 
х а 
2 2 
х? ra уг +c, donde "ах = 
сі а x 


Un cuerpo de masa m cae desde una altura con la velocidad v. Durante la 
caida, el cuerpo experimenta una resistencia que es proporcional al cuadrado de 
la velocidad. Hallar la ley del movimiento del cuerpo. 

Solución 


Condicion del problema: 
4?х 


de 
т—— = те -k(—)* 
Ja 18 p 


al resolver esta ecuacion se tiene: 


х 


at -Qt k 
EO 2-78 
k 2 m 


Hallar una curva que pase por el origen de coordenadas de modo que el área 
del triángulo formado por la tangente a la curva en uno de sus puntos, ordenada 


del mismo punto y el eje OX , sea proporcional al área del trapecio mixtilineo 
formado por la curva, el eje OX , y la ordenada de este punto. 


Solución 












435) 





Condición del problema: 
у? 
27- | ув derivando y'?*-y?"=2kyy? entonces 
2y? -уу!- 26у"? ѕеа р -у = y"= рар reemplazando 
dp dp d 
2р!-ур---2ірі => -ур (2-2) 
dy р 9 ( ) М 


entonces: 


da=ay?g > 
Hallar la curva cuyo radio de curvatura es constante. 


Solución 


А ! 
Sea р el radio de curvatura (р = 42 donde 


243 


= Ға - (Ший)? 
rey”? 243 f(x) 


tondición del problemá р = а, a constante 





' 243/1 
(1+ / (х) ) ES (1+ (092 = (да 

/"(х) 

а 
Шог 200 
adp ; 
arp)? sa > pa entonces: 
(+a E > р = 
4» р? ја? —(х+с|) 

дух BS > у+с, =4ја? —(x +01)? 

ya? —(x-c,) 
por lo tanto: (+6) +(у+с,)2 ER, R=a? constante. 
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CUACIONES DIFERENCIALES. LINEALES DE] 
¡ORDEN “п” 





! 





INDUPENDENCIA LINEA L DE LAS FUNCIONES. 
[DETERMINANTE DE WRONSKY (WRONSKIANO) 


unsideremos un sistema finito de n funciones 
у(х), у2(х), <.. №, (х) 


definidas еп el intervalo (a,b), diremos que son linealmente dependientes en el intervalo 
(4,0), si existen constantes 01,0:,...,0, que по son todos iguales а cero tales que para 
todos los valores de x de este intervalo se cumple la identidad. 


олу (х) +03 уз (х) +...+а, y, (x)=0 


зі en esta igualdad se tiene ше: О =0) =... = а, =0 
diremos que las funciones: 

Yı ОО. Уг ОО... ул (х) 
son linealmente independiente еп el intervalo (a,b). 


Averiguar si las funciones dadas son linealmente independiente en su campo de 
definicion. 


436) 4,х 
Solución 


40+ Вх = 0 derivando se tiene: B=0 = а-0 
como (-В-0 =» 4,х son linealmente independiente. 


19855 х? 


Solución 
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438) 


439) 


440) 


246 


a, +2a,+03x+0,x? =0 derivando аз +204х=0 derivando 441) 


a¿=0 > а;-0 > а, --2а; son linealmente independiente. 


х, 2х, х? 

Solución 
ох+2 + ух? =0 derivando а + 28 + 2үх = 0 derivando 
y=0 = a=-28 por lo tanto no es linealmente independiente. 


442) 


ех, хе”, х?е* 


Solución 
ae" +хе“ +x e" =0 => as+frrya? =0 derivando 
P+2yx=0 = ү-0 >$=0 => а-0 porlo tanto: 
а-Ё-ү-0 entonces las funciones son linealmente independiente. 


senx, COSX, COS2X 
Solución 443) 


a, senx+a, совх-аҙ соѕ2х = 0 derivando 
a, cosx—a, ѕепх- 203 ѕеп2х=0 => а,-а;іх-4а; senx=0 


derivando —@, sec? x— 4a, cosx=0 de donde 


2 хѕепх= 0 


-а; 403 cos? x=0 derivando 120; cos 444) 
entonces: аҙ =0 > a,=0 > а,-0 > q =a,=03=0 


por lo tanto las funciones son linealmente independiente. 





1, senx, cos2x 
Solución 


а) ға; ѕепх+азсоѕ2х = 0 derivando а; совх-2а; sen2x=0 
аа; -4аҙ ѕепх = 0 derivando 40; соѕх=0 = а; =0 
аҙ-0 > Qq=0 => бұу-аҙтау-0 


por lo tanto las funciones son linealmente independiente. 


e 


5, cos? х, sen? х al 
Solución 

Sa, +a, cos? хаа, sen? x=0 derivando 

-2a) sen xcosx+ 20; ѕепхсоѕх= 0 entonces а; -аҙ 


entonces 5a, ға; entonces: а; =-%a, 
por lo tanto son linealmente dependiente. 
cosx, cos(x + 1), cos(x — 2) 
Solución 
асовх + Bcos(x + 1) + ycos(x—2)=0 derivando 
-asenx - Вѕеп(х + 1) - үзеп(х—2) =0 por lo menos uno de los a,B,y son 
diferentes de cero por lo tanto son linealmente dependiente. 
1, sen2x, (sen x – соѕ x) 2 
Solución 
a+ fPsen2x+y(senx—cosx)? =0 = a+ Вѕеп2х + y(1 — ѕеп2х) = 0 
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445) 


446) 


447) 


448) 


248 


derivando 2fcos2x - 2ycos2x=0 => В = ү 449) 
por lo tanto son linealmente dependiente 


10 
Хх: а Вах 


Solución 
ox + Ва loga¥ Z0 derivando se obtiene que a = y(B) 
por lo tanto no son linealmente independiente. 
log, x, log, х2, х>0 

Solución 
; 450) 
alog, x+ß log, х" =0 => alog, x+2fPBlog¿x=0 = а--2р 
las funciones no son linealmente independiente. 


1, arcsen x, arccos х 


Solución 


a + В arcsen x + y arccos х = 0 derivando: 








=0 > B=y 


451) 
las funciones no son linealmente independiente 


5, arctg х, агссір х 


Solución 


5а + В arctgx + yarcctgx=0 derivando: 


В 7 


l+x? Lex? 











=0 => B=y las funciones no son linealmente independien! 


27 arctg 2 arctg —- 
4 2л” Ё 27 


Solución 


2ла + [3 arctg =y yarcctg 2.20 derivando 
27 2л 


1 1 


4 ж E 
lte 1+ (= 
бэ Gr 


las funciones no son linealmente independiente 
КР 202 рх 0 
е" ‚е а І е“ 12 аг 
0 
Solución 


ТЭЭД EEN рх 2 хт 
ое“ +ре* [ e” d = a+ pl е 21-0 
0 а 


y? 
derivando fe” -0 => В=0 > a=0 


las funciones son linealmente independiente 
1 pl 
х, xf — dt, x>0 


Х0 12 


Solución 


f e' le қ 

ох+ В| -4-0 => а«)| —dt=0 derivando 

2 2 
“% 1 Хү 14 


se tiene В=0 > a=0 


las funciones son linealmente independiente 
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Supongamos que las n funciones у(х), У2 (0)... Y (х) admiten derivadas hasta 
orden (n— 1) 


El determinante: 
у(х) у(х) .. Уу.) 


у(х) у(х - y.) 


УУ, Узэ-н Yn) = 


yx) у(х) Ч ye 


se llama determinante de Wronsky (o Wronskisniano), de estas funciones se observ 
que el Wronskiano es una funcion de х definida en cierto intervalo, para el caso de tre: 
funciones, el Wronskiano tiene la forma: 


уу(х) у(х) уз(х 
УДУг,Уль Ўз) = у! (х) убх) y (x) 
у(х) y ya 


En los siguientes ejercicios se pide hallar el Wranskiano de los sistema de funcion 
indicadas. 





452) 1, xX. 
Solución 
wW . =1,0=1 > W=1 
"нк 
453) х,- 
Solución 
x 
W= Е Е A гэ т=-27 
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454) 


455) 


456) 


457) 














1,210 
Solución 
1.20 
W=|0 0 2x=0 => W=0 
00 2 
ее" 
Solución 
та CI ж” 21 Хх 2x 
W=e?* 
ete Сағы 
Solución 
le" 2e% e * a 
И =|ех 26" -e*|=2e*[l 1 -1=0 entonces: W=0 
“х ҮҮЛ ТЭГ ТАЙ 
2, COSX, соѕ2х 
Solución 


2 cosx соѕ 2х 
W=|0 -зепх – 25еп 2х = 2(4веп х сов 2х – 2 cos x sen 2х) 


0 -cosx -4сов2х 
= 4(2ѕеп х.сов” х-2веп? х -4senx.cos? x) 


W =-3sen(sen? x+ eos? х) =-8sen x 
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л 
458)  senx, ѕеп(х+ 2 


Solución 





senx sen(x+ ғ ж Я 
W= A ты ы ы y) 


cosx соѕ(х+ 2 
W=- 


E 
42 


Ko X 
459) arcsen—, arcsen— 
л л 


Solución 
х * 
агссов- агсвеп — 
л Л 
W=|_ 1 | 


ny шид 
Л л 


Ж. х 
W= Миг? (arccos—+arcsen—) entonces 
PERE л л 
л 
W =- >, xl <T 


460) т, arcsen X, arccos X 


he 


Solución 
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461) 


462) 


л arcsen х агссо5х 


1 1 


lx? М1-х2 
-2х 2х 
лх 2лх 


W= ТЕР! - a = 0 porlo tanto: W=0 


W -|0 

















2 
4, sen” х, соѕ2х 


Solución 
4 2 тал 
sen” х сов2у ! 
W=!0 sen2x -256021 entonces: 


0 2cos2x -4соз 24 


W = -4 sen2x.cos2x + 4 sen2x.cos2x= 0 => w=0 


х, Inx 
Solución 


lx in 
W =|, 1|=1-1їпх = W=1-Inx 


| х 


1/х 








e 
Solución 
Их 
- є 
ж m 2 еі! ех 1/х 
ЭЭ ДЭ д ә оуу сей 
Ч ті х” х 
y? х? 
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464) 


465) 


466) 
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е” вепх, е” cosx 





ң 


Solución 
е" senx е^ cosx 
W = d 
е" senx+e" cosx е" совх-6 sen 
sen x cosx 
W=e" entonces 
ѕепх+соѕх совх-епх 





2 у 
W = е2 (senxcosx—sen? х –ѕепхсоѕх сов“ х) =-e 





2х 
entonces: W=-e 





e * зеп2х, e 35 cos2x 
Solución 
и e * sen2x 
= + 3; Эх 
-3е 3 sen2x+2e ?* cos2x -3e * сов2х-2е 7 ѕеп2 
ѕеп 2х 
W=e бх 





2 3 
W =e “[3sen2xc0s2x-2sen? 2x+3sen2xc0s2x-2cos” 2x] 


W =e ** (-2(sen? 2x + cos? 2x)) = -2e 


cosx, senx 


| cosx sen х 


|-senx COS Х 





6x 


Solución 


2 2 
-с08 x+sen“ x=1 


2х 


е 3% соз2х 


cos 2x | 


-3sen2x+2c0s2x – 3соѕ 2х – 25еп 2 


entonces W= 1 





т т 
467 зеп(——х), соѕ(— -x 
) E ) © ) 


Solución 








sen(Ž -х) соз( 2 =x) 
W= 4 4 


л т 
-сов(---х) веп(---х 
оох) sentia) 
West =x)+cos (Ex) =1 por lo tanto: W=] 


TEOREMA.- Si el sistema de funciones у(х), Y2(x),..., Yn (х) es linealmente 


dependiente en el segmento [a,b] su Wronskiano es idénticamente 


М : 5% л л 
nulo en [a,b]. Asi, pues, el sistema de función sen х, мо яамаа! es 


осацпеше dependiente en el intervalo <-00,00> y como fácilmente se comprueba, su 
Wronskiano es 1gual a cero. 


[ste teorema solamente indica la condición necesaria para la dependencia lineal de un 
stema de funciones. El reciproco no se cumple, puesto, que el Wronskiano, puede ser 
nulo, sin embargo el sistema de funciones son linealmente independiente. 


| Ёп los siguientes problemas se pide demostrar que las funciones dadas son 


calmente independiente y su Wronskiano es idénticamente cero, construir las 
gráficas de estas funciones. 


12 


Хх si -l<x<s<0 |0 si —1<х<0 
у(х) =! p , у(х) = > f 
Ог О х 21 |x? si 0<х<] 
Solución 
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469) 
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Para demostrar que: 

ол +Pf.=0 => a=P=0 si x el-1,0] 

añ, (х)+ В, (х) =0 > a?+B0=0 => a=0 

sixe [0,1] = 0/(3)-0/,(х)-0 entonces: 
al+px?=0 => B=0 

luego a=P=0 => 7 y f son linealmente independiente. 
Consideremos el wronskiano W еп [-1,0] уеп [0,1] 


2 
DE х 


0 2x 


x? б. 
2x 0 


= W= = 











рег lo tanto: W[f,,f,]=0 en[-1,1] 


По 42<х<4 a |(х-2)* si 0<х<2 
= = y Хх нэ 
ne) Ja ю бох M0 2 
Solución 





470) 





Por demostrar que: 


ayi (x)+Br(x)=0 > а= В = 0-5 si х є[0,2] 
ad+Plx-2))=0 => В=0 => хе <2,4] entonces: 
ala-2?+8B0=0 > a=0 


por lo tanto a=ß=0 las funciones son linealmente independiente. 


Consideremos el wronskiano еп [0.2] уеп <2,4] 








0 (х-2)! ((х—2)? 
”- “е = 02 и) 2) ҮШ por lo tanto: W[y,,y,]=0 
0 2(x-2) 2(х=2) 80) 
[e si -2<х5<0 fo si —2<х<0 
уо) = ү. A Ха 
(0 si U<x<l Le? si 0<x<l 
Solución 
Por demostrar que: 


ayı (х) + Вуз (х) =0 > a=B=0 si x e[-2,0] entonces 


257 


ах”-В 0-0 > а-0 si xe<0,1] entonces 


а0-рхі-0 = В=0 porlotantoa=ß=0 entonces у(х), Уз (х) 


son linealmente independiente. 





‚ “рх? 
0 2х 


por lo tanto: #у,у;]=0 











471) y (0=x?, y, (0) =х|х|, -1<x<l 


Solución 


2. si 


ӛкініш 
SA si 0O<xsl 
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Por demostrar que: 

ау; (х)+ Ву: (х) =0 > а-ф-0 si х e[-1,0> entonces: 

ах? +В(-х?)=0 = а-В =0 si хє [0,1] entonces: 
2 2 S 

ах +Вх =0 > a+ß=0 


-ß=0 
Luego: Эндэ > а-р-0 
a+B=0) 


por lo tanto las funciones y,(x), y,(x) son linealmente independiente. 


Consideremos el wronskiano en los intervalos [-1,0] уеп [0,1] 








2 2 

w =|* Х -2x +2 =0 => W=0 
2x -2х 
26272 

+з *l=2-2=0 => W=0 
2х2 





por lo tanto: ЖТу;, у,}=0 
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СОА СІОМЕЅ LINEALES HOMOGENEAS D 
COEFICIENTES CONSTANTES, 








Es la ecuación diferencial de la forma: 


і 
ауу“) жау +..+a,y=0 - (1) 


donde 47,4; ..... 4, , SON constantes reales. 
Consideremos la ecuación característica 
аА” +04 +..+a, =0 ... (2) 
supongamos que A,,42,...,A, son las raíces de la ecuación (2), en las cuales se 
presentan los siguientes casos: 
a) 51 A,,A2»:.,A, боп reales distintas, el sistema fundamental de soluciones es, 
гл ¿ar 


е^" у la solución general es: 


у= сей" +сзе^? ае 


b) Si 21,42...» A, son reales y algunos de ellos son de multiplicidad por ejemplo 
А, =4,=..=A4,=4, de modo A es una raíz k = múltiplo de (2), mientras 
que m — k reales distintas, el sistema fundamental de soluciones es: 

ee e ¿A sora Ji 


y la solución general es: 
у= сей +0,xe* ТЕСТ АГЫН 
с) Si alguna de Àj, A2..... A, son raíces imaginarias supongamos que: 


A =0+iB,4, =0-іВ,Аз = A+ iA,As =Y -ið 
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y las demás son reales. Entonces el sistema fundamental de soluciones es: 
ох ar 
e™ cos 2х, е sen B,e% cosóx, e” sen år, e®™ ,... ее 


y la solución general es: 





А„х 





22 ох ох 
у = спе cos Вх+сзе“ sen бх + суе?* соз ёх + сце! senâx+cse™ +...+с„е 


d) Si A,=0+ifB ев una raíz k-múltiplo de la ecuación (2) (k < =) entonces 


Аз =0-1В también será una raíz k-múltiplo y el sistema fundamental de 
soluciones es: 


e™ cos fix, e” sen fx, xe™ cos fx, xe™ sen Йк....,х"716% cos fx, 


k-i : 
х 71695 sen уе ды 


y la solución general es: 


у = спе cos Bx+c,e” sen Вх--сухе cos Ёх+ сахе° sen fx+... 


k Ё- 


ы 
tea є дх+с, уух 2 


1 
е sen бх+...+с,е 


Formar las ecuaciones diferenciales lineales homogéneas conociendo sus 
ecuaciones características. 


473) 22%34%2-0 


Solución 
2 
4у,ҙФ зу-0 
dei ах 
474) 282 -3ЗА-5=0 
Solución 


247 -34-5=0 = 2у"-3у-5у-0 
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480) 
475) М\+1)%+2)=0 
Solución 
MA+DO+2)=0 > А(А? +34 +2) =0 
123 4331 +240 > УЗ2УНУ- 0 
481) 


1241) =0 
876) . ( ) Solución 


iv (1) -0 
(2412 -0 > А +222 +1=0 = У +2 


4771) /-9 


Solución 





А5 =0 25 у"-0 


i se conocen las raices d 
Formar as ecuaciones ar ин хуваана generales Е: 
478) Аә=1, A, =2 
Solución 4 
(%.-1)(%-2)=0 => 12-34+2=0 > у"'-3у+2у=0 
у =сүе* +с;е* (solución general) 
484) 
о Solución 
A=1, h=! => a7) =0 > 27 -24+1=0 
entonces: у"-2у'+1=0 por lo tanto: у= се" + cyxe* (solución gene 
www.els nario.net 
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A =3-2i, А, =3+2i 
Solución 


A =3-2i, A¿=3+2i => (1-3) --4 
12-61-9-4-0 > y'"-6y'+l3y=0 entonces 
у = сце?" cos2x+c,e* ѕеп2х (solución general) 


А =1, 4 =1, Аз =1 
Solución 


4-1, A%=1, 4=1 => (4-1? =0 
12-31 -3Х-1-0 = у"-ЗучЗу-у-0 


=сүе* +c,xe* +0c,x?e* (solución general 
PE] 2 3 ge 


Formar las ecuaciones diferenciales lineales homogéneas si se dan sus sistemas 
fundamentales de soluciones. 


езде? 


Solución 
А=-1, А=1 > (A+DA-1)=0 > 42-14-0 > y'-y=0 


2 


1, е 
Solución 


A=0,4=1 > AA > у-у-0 


еті : xe > 


Solución 
А--2,А--2 > (4+2)? =0 > 42-44-4-0 entonces: 
y "Hy+Hy=0 
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485) 


486) 


487) 


488) 


489) 


490) 
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sen3x , cos 3x Хоол 491) 1, senx, cosx 
olución 


Solución 


4=3, А =3 => 27-0 => y"=0 А=0, 3,5-1,4:--4 > А(?+1)у=0 > 2+4=0 


1, х 


, 


Solución por lo tanto: у'"+у'=0 





2x 
1=0,1=0 > 22-0 > у"-0 492) е" ѕепх, cosx 


Solución 


Solución 4 =2 , а=, à =-i = (А-2)(42 +1) =0 entonces 


A =i, 4=2, з =3 = (1-1)/0-2)0--3) =0 47-24 -34-2-0 > у"-2у"у-2у-0 


2 С: АДЛ тт Ю "-6 -0 ж 

11-64 +1114-6=0 => y'"-6y"+lly'+11y'-6y 493) 1,€*semx, е” cosx 

е“, хе", х?е" Solución 
Solución 





д 4=0, 2 =-l+i , д=-1-1 => АА? +24+2) =0 entonces 
дігі, 4 =l, 4 =1 > (А-1) =0 


А +242 +24=0 => y"*2y"+2y=0 
А -ЗА2 +3ЗА-1=0 > у"-ЗучЗу-у-0 


Integrar las siguientes ecuaciones 
е* ‚ х е* 1 e% 


Solución 494) у"-у=0 
Solución 

à =l, 4 =1,4=2 => (4-1) (А-2)-0 Solución 

23-140 > л=+1 > у=сүе* +00 * 

3242 +51-2=0 > у'"-4у"+5у'-2у=0 

A 4А + 495) 3y"-2y'-8y = 0 


х Solución 
l,x, e ылып 


Solución 


34° -24-8=0 => (ЗА + 4)(А - 2) = 0 entonces: 
21-0, 25 =0, 4 =1 > 2(4-1)=0 


4 
д--4, Аз =2 dedonde у= се 3 жсҙе 
22-22 =0 > у"-у"-0 
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496) у'"-3у'+3у+у=0, y(0)=1, y'(0)=2, у'(0)=3 
Solución 
24-34 +34 -1=0 > (4-1)? =0 => А=1 de multiplicidad 3 
у=сүе* +сухе* +c3x e” > 1=сү > СИА 
у=е* сү" +2сухе* +сухѓеї => 2=l+c, > с) =1 


265 entonces: 


Ут 265 + xe" +2сухе* “сұх 
y"=2e* +e" +xe* +2сзе" +2сухе* +2сухе* +сух?е* 
у'=Зе* +xe* +2сзе" +4c3xe* +c31%e" => 3=3+2с, 
c3=0 = porlotanto: y=e*+xe” 
497) уз2учу-0 
Solución 
А +24+1=0 > (2+1)?=0 > 2=-1 de multiplicidad 
la solución general y=c,*+czx0 * 
498)  y'"-4y+3y=0, y(0)=6, y(0)=10 
Solución 
22-44+3=0 > (1-1)(0-3) > А =1, А, =3 
la solución general es y=c,e* +суе?” 


parax=0, y=6 > 6=с +с› ... (1) 
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3 
етсе" +сзе" => у=ее" +3с,е?* 


рага х= 0, y'=10 = 10 =с +3с; 12) 





de (1) y (2) se tiene: н mra су =4 
сі +3c, =10 
Luego: y =4e* + 2е3* 
499) y "+6y"+11y'+Hy =0 
Solución 
А +642 +1145 +6 =0 
А +54+6=0 > (А%2)А%3)-0 = № --2, 2; =-3 
Luego A --І, Аҙ =-2, А, =-3 
La solución generales: у= се" -с,е +00 
500) Уу"-2у-2у-0 
Solución 
А2-24-2-0 > (1-)4-3 > 2 =1443, А -1-43 
La solución generales: у= ce Эх + eye 1) 
501) у *+2y"+y"=0 
Solución 
2f +24% +A" =0 => A(A+D?=0 de donde: 
їопапо.пе! 29 





502) 


503) 


504) 
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A=0 de multiplicidad 4 505) 
А = -1 de multiplicidad 2 
la solución generales:  Y=C¡+C,Xx+ сүх? + ej +с5е *+egxe * 
4y"-8y+5y =0 
Solución 
442 -84+5=0 > 1- єр la solución general es: 
= се" cosZ+c,e* sent 
=c] 22 2 
y "Ву = 0 
Solución 
506) 


23-8-0 > (4-22? +24+4)=0 entonces: 
A =2, (1442 --3 => А, =-1443 > Ау =-1-43i 
la solución generales: y = се?" +сзе* сов-/3х +сзе x веп-/3х 
y” +4у'""+10у"+12у+5у= 0 

Solución 
13 +443 +104? +124+5=0 > (4+D*(4?+24+5)=0 


А, =-1 de multiplicidad 2. 


А?+2А+5=0 > A =-142% , A =-1-2i 


эс 5 ші $ 
la solución generales: | у=сүе *+c,xe *+c3e * соѕ2х +сде ` sen2x 





y"+2y=0, y(0)=0, y'(0)=1 
Solución 
(4-1? =-1 = 


А?-2А+2=0 > A =l+? ; А, =1-і 


la solución generales:  y=c,e* cosx+c,e* senx 

para x=0,y=0 => 0=c+0=> с =0 

y =e*(c, cosx + сз ѕепх) > y'=e* cosx(c, +c,)+e* sen x(c} —c,) 
para x=0, y'=1 > l=c,+c,+0 > c,=1 


por lo tanto: y=e' senx 


у"-2уЧ3у-0, y(0)=1, y'(0)=3 


Solución 


14 -24+3=0 > (1-17--4 > A =1+2 > 4,=1-2 
la solución general es:  y=c,e*cos2x+c,e* sen2x 
рага х= 0, y=1 => 1l=c+0 > ср=1 
y=e*(c, cos2x+c, sen2x) entonces se tiene: 
y'=2* cos x2x(c, +2c,)+e* senx(c, —2с\) 

para x=0, y=3 => 3I=c +2c, => 


с) =1 


por lo tanto: y =e* (cos 2x + sen 2x) 
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507) 


508) 


509) 


510) 
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у'+2у"'+4у"-—2у'—5у=0 511) 
Solución 





Af +243 +412-24-5=0 > (A+DM-D(?+24+5)=0 
A =-1, 2; =], Ay =-1+2i, Ал =-1-2i 


la solución general es:  у=сүе *+cye* +сзе * cos2x+c,4e * sen 2x 


ЗАТПЕН 512) 
y" +4y" +5у'"—6у-4у= 0 
Solución 
А +444 +528 -64-4=0 = (А2 204+2X(2? +24+2)=0 
de donde: A,=-1, Аҙ =1, 4¿=-2, A¿=-1+1, As =-1-1 
la solución generales: у=сүе *+c,e* +c3€ °” +c,e* cosx+cse * senx 
у"ч2у"-у-2у-0 
Solución 
513) 


17-23 -1-2-0 => 2*(4+2)-(4+2)=0 > (А2 -)(А+2) =0 
3, --1, 4, = 1, 4 ш-2 
у= де“ +сзе" +0,e > 


la solución general es: 


у "-2уз2уга 0 
Solución 


23-222%21-0 => A(4?-24+2)=0 de donde: 
А =0, 42 =1+i, А; =1-ї 


la solución general es: у= су +сзе" cosx+cye* senx 


у , -у -- 0 
Solución 





31-1-0 => (А2 +1042 -1)=0 de donde: 
A =1, A¿=-1, 1444, A¿=-1 lasolución general es: 


у= се" +суе "асу совх “с, SEN X 


Solución 
А9-0 - 1-0 de multiplicidad 10. 
La solución general es: 


ч 2 3 4 5 
у=су+сух+сух” +Сах +Сух“ ысы +сух° сұх! +сех®* сұх” 


у= } сұх 
1=1 
у'”-Зу'—2у = 0 
Solución 
4-31-:2:0 
170 -3 2 
1 12222 1 
Цаа -2 0 


22-331-2-(1-1(1-243-1) > А? -34-2 = (4-1)? (142) 
de donde А = 1 de multiplicidad 2 y A, = -2 


2x 


la solución general es: у=суе* +cyxe* +c3e” 
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514) 2у''-Зу'+у'=0 
Solución 
2A? -3A? +A =0 => А(242-3А4А+1)=0 entonces: 


МОХ pathet 0, %--%. 41 


: -х/2 
la solución generales: | у-с%сҙ;е”” 7 +сзе" 


ECUACIONES LINEALES NO HOMOGENEAS (O 
COMPLETAS) DE COEFICIENTES 


| | CONSTANTES.- 








Son las ecuaciones de la forma: 


+. 11) 





Donde ap,a;,...,a, son constantes reales. 


La solución general de la ecuación no homogénea (1) (llamado tambien completa es 
igual a la suma de la solución general de la solución homogénea correspondiente y de 
cualquier solución particular de la ecuación no homogénea. 


La solución general de la ecuación homogénea correspondiente se halla según las reglas 
expuestas anteriormente. Por lo tanto el problema de la integracion de la ecuación (1) se 
reduce al problema de la búsqueda de una solución particular y, de la ecuación no 
homogénea. En el caso general la integracion de la ecuación (1) puede realizarse por el 
método de la variación de las constantes arbitrarias. No obstante cuando los segundos 
miembros tienen una forma especial la solución particular puede hallarse con mayor 
‚ facilidad por el método de selección. 
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Para que sea posible emplear el método de selección, el segundo miembro f(x) de la 
ecuación (1) tiene que tener en el caso general la forma: 


f(x) = e” [P, (х) cos Bx+ О, (х) sen fix] -” (2) 


La solución particular es de la forma: 


|» = x e” [P, (х) cos 8x + Q, (х) sen Ej 


Donde k = max(m,n) y s es el orden de multiplicidad de la raíz. 


Resumiremos en un cuadro las formas de soluciones particulares para las distintas 
formas de segundos miembros. 








М? 






de | Segundo Miembro | Raíces de la ecuación |Forma de la Solucion 
de la ecuación | característica. particular, donde 


diferencial. k = max {m, n} 
РЕАЛ 1) El ЁО no es raíz de la| P (х) 
ecuación característica. 
2) ЕІ e 0 es raíz de la xP, (х) 
ecuación característica. 


1) El # a no es raíz de la| ¿%p (y) 
.. РК! т 
ecuación característica. 


2) El # а еѕ raíz de la e” Р(х) 
ecuación característica. 
I) El% st iB no raíces de la | Р, (x)cos {х+ 
ecuación característica. 40, (х) sen fix 


2) El# s+ if no raíces de la | хр, (x)cos В+ 
ecuación característica. +0,, (х) sen Вх) 


El 88 о + iß no son raíces | го (Р, (х) cos Ёх+ 


de la ecuación 
característica. +Q, (х) ѕеп fix) 
2) El #5 son raíces de laj ұ? „9х (Ру (хусов Вх 


ecuación característica. 
+0, (х) sen fx) 


































P, (х) cos fx + 
+0, (х) sen fx 











е (Р, (x)cos Bx+ | 1) 
+О„ (х) sen fx) 
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Determinar la forma de ia solución particular de la ecuación diferencial lineal no 
homogénea, si se conocen las raíces de su ecuación característica y el segundo 
miembro f(x). 


515) 


516) 


517) 


518) 


519) 


520) 
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Ді-і, 4-2, f(x)=ax +bx+c 


Solución 





La solución particular es: у, = Ax? + Bx+C 


à -0, 35-41, /(х)-ах” +bx+c 
Solución 


Como el cero es raiz de la ecuación característica entonces la solución 


particular es: уг: x(4x? + Вх+ С) 


д =0, А›=0, f(x)=ax° +bx+c 
Solución 


El cero es raíz de la ecuación característica, entonces la solución particular es: 
7780) 
Ур=х (Ах + Вх+ С) 

4-1, 2ҙ-2, Јо) е7" (ах+Б) 

Solución 
®=-1 noesraáz = y, =(4x+B)e” 
А =-] , 4, = i /(х)=е “(ах +Ь) 

Solución 


a = -1 es raíz de la ecuación caracteristica entonces y, = хе “(Ах- В) 


A ==], 25›=-1‚ /(х)=е “(ах+Ь) 


521) 


522) 


523) 


524) 


525) 


Solución 


= -1 esraíz de la ecuación caracteristica entonces y рх 202 (Ах + B) 
А, =0, 2-і, /(х) = ѕепх+соѕх 


Solución 


Como +i noesraiz entonces: у p = Аѕепх + В соѕх 


А =-1, А =i, f(x)=senx+cosx 
Solución 

Como +i es raíz de la ecuación caracteristica entonces: 

ур -х(Авепх--Всовх) 

A =-21, Аҙ -21, /(х)- Аѕеп2х+ Всоѕ2х 
Solución 

Como + 21 es raices de la ecuación característica 

Ур = x(4, sen 2x + В, сов2х) 

A, =-ki, A, =, f(x)=Asenkx+Bcos kx 
Solución 

Como + Кі es raiz de la ecuación característica. 


Ур =x(4, sen kx + В, cos kx) 


A =1, 4,=1, /(хуте *(Asenx+Bcosx) 





Solución 


275 





526) 


527) 


528) 


529) 


530) 
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Como -11 по ез raiz de la ecuación, entonces: 
Yp =e "(А зеп х + B, cosx) 
A =-1-i, Аҙ--ізжі, f(x) =е"(Аѕепх+ В соѕх) 


Solución 





Como -І +i es raíz de la ecuación, entonces: 


Yp = хе “(А sen x+ Ву cosx) 


A =å; =A; =1, Дх)тах! +bx+c 

Solución 
Como cero no es raiz de la ecuación у, = Ax? + Bx+C 
A -0, A¿=1, А,-2, f(x)=ax* +bx+c 

Solución 


Е к КС 2 
El cero ев raíz de la ecuación característica. у, = x(Ax* + Вх+ С) 


АД1-42-0, 4 =l, ГО) = ах? +bx+c 


Solución 





El cero es raíz de multiplicidad 2 de la ecuación у, = х (Ax? + Bx+C) 


A =4,=4,=0, /(х)-ах! +bx+c 
Solución 


Como el cero es raíz de multiplicidad 3 entonces. у,- х? (Ах? + Вх+С) 
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531) 


532) 


533) 


534) 


535) 





Жіті, А =-і, f(x)=senx+c0sx 


Solución 


Como + і es raíz de la ecuación característica. у р =x(Asenx+Bcosx) 


Ар--1, 4; =1, 4; шоу. х) = ае * +be* 


Solución 


Como -1 es raíz y 1 también es raíz entonces: 


Ур = Axe * +Bxe* =x(4e * + Ве") 


А =4,=1, 4¿=2, /f(2)=asenx+bcosx 
Solución 


Como +i no es raiz de la ecuación caracteristica. у р = Азепх+ Всовх 


А =0, 4ҙ-і, у(х) = (ах? +bx+c)e™, К=0, К=1 
Solución 


Como k no es raiz de la ecuación caracteristica . Уул (Ах? +Bx+ С)е“ 


A =3-2i, A, =3+2i, у(х) = –е"(ѕеп 2х +соѕ2х) 
Solución 
3 + 21 es raíz de la ecuación caracteristica . 


ро = хе?" (Asen 2х + В cos 2х) 
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Determinar la forma de la solución particular para las siguientes ecuaciones 541) 
diferenciales lineales no homogéneas. 


536) 


537) 


538) 


539) 


540) 
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y +3y"=3 
Solución 


2%34-0 > A =0, A,=-3 еї сего еѕ raíz entonces: у, 


y —7y= (х=1)? 
Solución 


= Ах 


542) 


А?-7А=0 > A =0 , A,=7 como el сего es raíz de la ecuación 


características entonces: Ур = x(Ax 2 Bx+C ) 
y 43y' = е* 
Solución 


543) 


2 +34=0 > А =0 , Л, --3 сото @=1 noes raiz entonces: 


Yp=4e* 


y '+7y' = e? 
Solución 


А?+7А=0 > A, =0, А; =-7 como a= -7 es raiz entonces: 
Y» = Axe '* 


у'—-8у'+1бу =(1-x)e** 
Solución 


544) 


545) 


22-84-16-0 > (1-4) 50.22: 1=4 es raíz de multiplicidad 2, 


entonces: Уул x?(Ax+ Bje** 


es decir y, = (Ax? + Bx?)e** 
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y "-10y'+25y =е°* 
Solución 


А? -104+25=0 5 (4-5):-0 > А= 5 es raiz de multiplicidad 2 


entonces: Ўр = х? Ae” es decir Ўр = Ax e 


3 


4у"-4у- дее 
Solución 


3 3 
41? -3А=0 = дғ0, Афға como de es raiz entonces: 


1 2 
Yp =(Ах+В)хе* = (Ах? +Вх)е* 


у'-у-2у =е* жет 
Solución 


2-4-2=0 > (1-2(341)-0 > Х--12 > Yp = Ае * + Be?” 


y -4у = хе** 
Solución 


r?-4r=0 > -0, д =4 como а = 4 esraiz entonces: 
Yp =x(Ax+B)e** = Yp =(Ax? + Вх)е“* 


у''+25у = cos 5x 
Solución 


22%25-0 => А=&+&5 como + iß es raíz de la ecuación entonces: 


Ур =x(Acos5x + Вѕеп 5х) 
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546) 


547) 


548) 


549) 


550) 
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y "+y = ѕепх –соѕх 551) 
Solución 
А2%1-0 > A=ti сото + if es raíz, entonces: 
ур = х(Аѕепх + В cos x) 
у''+1бу = ѕеп(4х+а) 552) 
Solución 
А41%16-0 > А =<+4ї es raiz de la ecuación. 
Ур = x(Asen 4x + B cos 4x) 
у'+4у'+8у =e" (sen 2х + соз2х) 553) 
Solución 
А?+4А+8=0 > A=-2+2i como a + if по es raiz de la ecuación 
característica entonces: у, = е?“ (Авеп 2х + В соз 2х) 
у'-4у'+Ву =e?* (sen 2x +соѕ2х) 554) 
Solución 
22-44+8=0 => А = 2 + 21 como о + iß ев raiz de la ecuación 
caracteristica entonces: у, = хе?" (Asen 2х + В со 2х) 
555) 


у'+бу'+13у =e * cos2x 
Solución 


А?+6А+13=0 > A=-3+2i como а tip es raiz de la ecuació 


527 3 
caracteristica, entonces: Ур =xe “( Авеп2х-- Всов2х) 
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y"+k? y = Кеп +a) 
Solución 
N ЕЕ ы 
А +7 =0 > A=+ki como + iB es raiz de la ecuación característica 
entonces: Yp =x(Asen kx + B cos kx) 
Ө" 2 
у'+К^у=К 
Solución 
24442 E 
А447-0 => A=+ki de donde el cero no ев raíz de la ecuación 
entonces: Yp=A 
у''+4у = sen x.sen 2х 
Solución 
ѕепх.ѕеп2х = ѕепх + ѕеп 3х => 42-4-0 > A=+2i luego + iß no es 
raiz de la ecuación característica entonces: 
Yp = 4 ѕепх+ В cosx + А, sen3x+ В, cos3x 
У"-4у-2сов? 4x 
Solución 
.. Е 2 
y"Ay'=2c05" 4x=1+c0s8x => 42-434-0 entonces: А =0 , 2, =4 
entonces: Ур = Ax + Вѕеп 8х + Ссоѕ8х 
y "+y = x 


Solución 


1 e 
2 3222 1, entonces: 


үс ЭР ЕК 3627 
+1=0 > Å =-1, AE Ay = 
Yp =х(Ах+ В) 
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536) 


557) 


558) 


559) 


560) 


561) 
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у'''+бу'+11у'+бу =1 
Solución 


А +642 +112+6=0 => A =-1, А --2, А; =-3entonces: ур = 4 


y ' +у' = 2 
Solución 


44+1=0 > 4,=0, А, =, Әҙ--і entonces: y, = 4х 


y "-у ! РЭ 3 
Solución 


4+12=0 > А =0 de multiplicidad 2, А, =-1 entonces: 
ур =x A > Ма = Ax? 


y"-y=1 
Solución 


44-1=0 > Ді. А =-1, A =i, а= 


entonces: Ур Á 


Solución 





14-4=0 > A=0,1=1,12+4+1=0 entonces: ур = Ах 


y” -y"=2 


Solución 


24-22-0 > А =0, А, =+1 de multiplicidad 2 entonces: y, = 4х 
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562) 


563) 


564) 


565) 


566) 


iv 


y қ Уу" , = 4 
Solución 


А0 > 3-0, de multiplicidad 3, А =1 entonces: у» = Ax? 


q ж4у"ч4у"- 1 
Solución 





Af +44? +442 =0 => 1-0 de multiplicidad 2, A = -2 de multiplicidad 2 


entonces: Уул Ах?. 


ye +2y "у= е” 
Solucion 
Af +24°+4°=0 =- 1-0 de multiplicidad A= -1 de multiplicidad 2 


entonces: у, =4e** 


Ур 
у”-2у"чу"-ет" 


Solucion 





4*+249+4%=0 = 1-0 de multiplicidad 2, A =-1 de multiplicidad 2 


ч 


Ур = Axe 


entonces: ~e 


q F2y “Ey =xe * 
Solución 
А24 +42 =-0 = 1-0 de multiplicidad 2, А = -1 de multiplicidad 2 


entonces: Ур = х (Ах- В)е"" 
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567) 


568) 


569) 


570) 


571) 


y" +4у'+4у =sen2x 
Solución 
А*+а4А?+4=0 => (42+2)?=0 entonces 3-4-/21 de multiplicidad 2 


entonces: Уус (Asen 2х-- В соѕ2х) 


y" +4y'+4 y -совх 
Solución 
13-44 -4-0 => A4=+v2i de multiplicidad 2 entonces: 


Yp =(Аѕепх + B cosx) 


у +4у'+4у = xsen2x 
Solución 
А +432 +4=0 > А=+/21 de multiplicidad 2 entonces: 


Y y =(Ax+B)cos2x+(Cx+ О) sen 2x 


(1) 


у" +2n?y""+n? у =asen(nx +a) 
Solucion 


А%*+2п?)®+п®=0 => (A+nm?)=0 => A=:tni de multiplicidad 2 
entonces: Ул = х?(4 sen пх + В cos nx) 


у" -2n? y""+n? у = cos(nx +a) 


Solución 





А -2n? X +n =0 > (2 -н2)2-0 => Д-іп de multiplicidad 2 
entonces: Ул = Asen nx + В cos nx 
572) у" +4y'"+6y'"'+4y'+y =senx 
Solucion 
А +44? +642 +44+1=0 => (4-1)4-0 de A¡=-1 de multiplicidad 4 
entonces: Ур = Аѕепх+ Всовх 
573) _ у”-4у'"+4у'-4у+у=е” 
Solucion 
24-423 -642-41-41-0 = (2-1) =0 de donde A = 1 de multiplicidad 
4 entonces: Ур = Ах“е" 
574)  у”-4у"ч4у”-4учу-хе" 
Solución 
25-423 +61? -44+1=0=> (2-1)*=0 de donde А = 1 de multiplicidad 4 
entonces: Ур = х (Ах-В)е" 
Resolver las siguientes ecuaciones. 
575) y “+2 y+y=-2 
Solución 
12+24+1=0 = А--І de multiplicidad 2 
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Ре 1 х 
Ув =сүе *+сухе * además у = 4=-2 por lo tanto: 0+2A=1 = 52: 00 == entonces: 














2 
2 х 

F У-у,%у,-с texte e * +— 

у-ур%У, de donde у=сүе *+c,xe *-2 УУ, Уулс ъс, 3 3 


579) 5У"”-7у"-3-:0 


57)  уч2уч2-0 
Solución 
Solución 


54? -74? =0 = А=0 де multiplicidad A= entonces: 


ыл | м 


А2 +24=0 > A =-2, А, -0 entonces: 
7 

-x 
Yg =сү+сух+сзе? y además y, = Ах? = Pú =24x = y! =24 


2х además Ур = Ах entonces: 


Ур =c +сзе 
y, =4 > у =0 ->0%2А%2-0 de donde 0-14А-3-0 E 20 
2 3 - UI 99 =» Ур ЛАА, 


хы. 


х 1 5 


== Урз-х > у=у„+у„ => Ус, сұ зх 
por lo tanto: Ы ысы сет 


577) y"+9y-9=0 
іу . 
Solución 580) Зу'+у"=2 


22%9-0 =>  A=+3i de donde Y, =C, cos3x+c,sen3x, y y, = 4=1 Solución 


4.43 Р жк ! р 
у= у, +у = су COS3x +С) sen3x+1 ЗА +А =0 => 1-0 de multiplicidad Зу a entonces: 
х 


2 +с4е 3 y además Yp = Ах? 


578) у"+у"=1 [y =с|+сух+сух 


Solución entonces: yl =34x? => уб =64x > у! =64 
А +4? =0 = 1-0 de multiplicidad 2 y А =—1 de donde 
А | de donde: 0+6A =2 = яа > Урз-- 
Ye =сү+сух+суе * yademás y,=4Ax" > y, = 24х 3 3 

23 3 
рог lo tanto: у= у, +у =сү+с;х+сух° +се 3 Е. 


entonces: Yp =24 
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581) 


582) 


583) 
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у” —бу''+б= 0 
Solución 


13-63 =0 = .2=0 de multiplicidad 3 y 3-6 


2 6 а 3 
entonces: у, =C; %с;х%сух” +C¿e " y además y, = Ах 


Entonces y =34x? > у! = 6 Ax y! = 64 


- 


І x 
de donde 0 – 12А +6=0 = es > у, == 


9-0% 
3 
f с “еол 
- Y=Yg +Yp =сү+сух+сух +с„ х 


y” -2у'"+2у'-2у+у=1 
Solución 


A -24° +242 -24+1=0. De donde A,=1 de multiplicidad 2 y 2, =, 


Аз =-i donde: y, =сүе* +C,xe* “су C08x+C¿Senx, y Yp = А=1 





х Ж 
УР Уст AS +сухе +C} cosx “с, Sen x+l 


уучу =х 
Solución 


А?+4А+4=0 => 1-2 de multiplicidad 2 


2x 2х м? у 
Ур = Се Жсуүхе” у у„ = Ах + Вх+ С entonces: 


Yp =24х+В > yl =24. 


De donde: 24-84x-4B+44x? +4Bx+4C =x? 


entonces 44x? +(4B-84)x+24-4B+4C=x? 


Por lo tanto: да, ы СОО De donde: y 
4 2 8 49 


Ох. EAS 


entonces: уе ғу» = се?" +C,xe A 


у''+8у'=8х 


Solución 





25:84-0 |ж Apa0, A, ==8. Dedonde 


Yg =c %сҙе S Ур =x(Ax+B)= Ах? + Bx, donde: 


y, =24х+В > y! -2А. Dedonde 2A + 16Ах + 8B = 8x 


1 І х X 
entonces: A==, B=--—, entonces: ш---- 
2 8 12777 


3 


De donde: Уу, жу, ző се е 


ж 8 


' ы 


y "+k? y =e", (kx 1) 


Solución 





PA ed multiplicidad 2 
ГА =сүе” +cyxe", también, Ур = Ае*, de donde: 


Ае* -2kAe* + АЁ?е* =le" => А-2АА+АК? =] 
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е" 589) 
Ж%-І1 2 =l > Ar == 
2% (к> $ шог 
2 y=y, +y = се“ + сухе“ Эе ы 
Ер (8-1) 
586) учмуму-ӛе 2" 
| Solución 
А?+4А+4=0 => А= -2 de multiplicidad 2 
= ЭИ 
У, ае +exe”, y 57 = Ах?е ?* де donde: Ур=4хе" 
| 590) 
2, -2х 2-24 
entonces: yY=Yg+Yp=C18" +сухе +4х е 
587)  y"+4y+3y=9e > 
= Solución 
А?+4А+3=0 > A =-1, 4,=-3. De donde: 
у, =ce* еек y Ур = Яхе””, entonces: 
3 9 
-x -3х -Jr 
W =» de donde: у-у,%Ур-ае +с;е зоо 591) 


588) 7у"-у!- 14х 
Solución 


ЕЕ 


ТЕ, го, Ад == : De donde Yg =C, %сҙе 


2 Й 
Ур = Ах? +Bx , entonces; dea ЕШ -98х entonces: 


х 


у= ve Ди = бү +0,e? -7x7 -98х 
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y “+3y'=3xe ™ 
Solución 


А?+3А=0 => 41-0, А, --3 de donde: 


Уұ-<%с2е % yademás у p= (Ax? + Bx)e"* obteniendo 
2 
х х Яс ст 
е. mid 3 je y la solución general es: 


y 
> = -3x p- X -3x 
у-у,%у,та се aE 


у'+5у'+бу =10(1-x)e > 
Solución 


А2 +54+6=0 > 4, =-2, Аҙ =-3, de donde: з, = де" кесе 


además у, = (4х2 + Вх)ег?" , obteniéndose Ур = (20х-5х7)е >, 
y la solución general es: 
-3х 2,,-2x 
Y=Yg +Yp та %еҙе `" +(20х-5х°)е 


у'+2у++2у =1+х 
Solución 


12+21+2=0 => 1--1:1, de donde 


5 =x. 2 x 
Ус cosx+cze ѕепх además у, = 4х+ В 


т x T 
obteniéndose y, = 2 y la solución general es: 


х 
ме, -Х 
Y=Yz +Yp = се * соѕх+сзе ааг) 
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592) —y“+y+y=(x+x?)e* 


Solución 


2+1+1=0 > 2=- 45 de donde: 


а 43 ES [3 


7 2 y 
= се 2 сов---х%сҙе ^ sen 
Ys > 2 4 2 


además y, = (Ax? +Bx+C)e* obteniéndose 


2% 


ХОМС үг е 
=(—-4-)e* y la solución general es: 
de EE 


ig ЯН -5 3 а e LE 
у-уұ%Урғе (с, цэх 2636 2 TA dE 
593) y'"'+4 y'-2y = 8sen 2x 


Solución 


А2+4А-2=0 => А=-2+./6 de donde: 


A -2-46 ў 
% = се! 2-46)х +сзе! doy: y además: 


Ур = Аѕеп 2х + В соѕ2х obteniéndose: 


12 ѕеп 25+ 16с052х 


Ур 25 у la solución gencral es: 


12sen2x+16c0s 2х 
25 





-2-4/6 -(2-46)х _ 
у= у; жи ае" ce 
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594) 


595) 


596) 





їопапо.пе! 


y''+y = 4хсоѕх 
Solución 
А?+1=0 => 1-41 dedonde: Yp =c, совх +c, ѕепх y además: 
Ур = Ҷ(Ах+ B)cosx+(Cx+B)senx] obteniéndose: 
Yp = x? sen x+xcosx y la solución general es: 
у-у,%Уур тс совх%с; senx+xsen? х+ хсоѕх 
у '—2ту+т? y =sennx 
Solución 
А -2тА+т? =0 => 2=m, de multiplicidad 2, 


de donde: y=c,e”*"+czxe"", y además у, = 4ѕеплх + В соѕлх 


5. (m? —n?)sennx+2mn.cos nx 
obteniéndose: y AE == с=т= 
(m*+n*) 


y la solución general es: 


нь (т? — п” узеп пх + 2тп cos nx 
уеу, ЖУ, те (с, A AA = 3-3 
(тт +n У" 


y''+2y'+5y =e * ѕеп2х 

Solución 
А?+2А+5=0 => A=-1£2i de donde: 
У; = спе" cos2x+c,e * ѕеп2х además: 
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597) 


598) 
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Yp = хе *(Asen2x+Bcos2x) obteniéndose y, =- F e *cos2x у 1а 


solución general es: 
ЕА үс 
у= у, + уь = (сү соѕ2х+с) sen 2х)е Р сов2х 
у'+а?у = 2с05тѕ+3 ѕептх, тта 


Solución 


А +а? =0 > А=+аі de donde Yg =C; COS ax «с; sen ах 


y además у, = 4соѕту + Вѕептх obteniéndose: 


2соѕ тх +3 sen тх яг : 
YU az m y la solución general es: 
а —m 
2 cos mx +3 sen mx 
y жу, +Yp =c с05ах-С, SA AAA ыо 7 


а*-т* 
1) жы. y 
у-у=е senx 
Solución 


А?-А=0 => А =0, А, =1 de donde y, =сү+суе* 


además: у, = е^ (Авеп х+ В соѕх) obteniéndose: 


г 


Ғе 
Жр га 





(зеп х + соз х) y la solución general es: 


e 
узу ас: ааа өз») 








599) 


600) 


601) 


ionario.net 


y''+2y'=4e* (зеп х+ cosx) 
Solución 
2+24=0 > 1-0, А, =-2 de donde 


2 Е Л 
Yg =сү+с›е”* además: Ур =e*(Asenx+Bcosx) obteniéndose: 


Voi = (6senx—2c0sx) y la solución general es: 


у-у,%У,та +с;е?^ + (бзепх-2созх) 


у'+4у'+5у =10e ™ cosx 
Solución 
А*+4А+5=0 => А=-2+ї de donde: 


ее: т? 
Ye =сје 


* соѕх+с,е 25 сеп х además: 

- 2 + 
Yp = хе “(Асовх--В sen х) de donde se obtiene: 
Ур = 5хе * ѕепх y la solución general es: 


у=у„+у„=сүе 2 совх+сзе 25 senx+5xe * ѕепх 


у'+2у'+5у =е *(2x+sen2x) 
Solución 


А +24+5=0 => 3--1821 de donde: 


Yg = сіе * соѕз2х+сәе * sen2x además 
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Ур =(Ах+В)е * + ye *(Сзеп2х+ Всов2х) obteniéndose 


Yp= T e * cos2x+ » е” y la solución general es: 


2 Ж”: 27 
у = се“ соз2х+с›е e созд сш я 


602) Ду'+у'= хѕепх 
Solución 


412+81=0 => 4-0, 3,--2 dedonde 


Ус +00" además: Ур =(Ax+ В)ѕепх+(Сх+ Р) соѕх, 


х Ж. КАШ. 
obteniéndose: --(-----Ҙвепх-(-----)совх, 
е бо 50) % 50) 


y Іа solución general es у = Yg Ур es decir: 


7 Х 1 
-)500Х-(-4--)С08 
) Sr аы 


э E 
20 50 


y =c; +C 


603) — у'—Зу+2у=хе* 
Solución 


А -314+2=0 => А =1, 2, =2 dedonde 
Yg =сүе* +c,e además y, (Ax? + Вх)е* obteniéndose 


= 23 х JA * 
Ур =G-+xJe” y la solución general es: 


л 


A 
у= у„+у„ =сүе* +сзе?" Pea e 
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604)  учу-2у-х?2ех 


Solución 
2 10.48 
A +4-2=0 > tz de donde 


400303 T з 
y, =сүе ? cos>cos>x+c,e 2 sen—x además 
Es Хэв? 2 


Ур = (Ах* + Вх СУ“ de donde: 








у= (х” БООНО” ен y la solución general es: 
á 18 18 
1% 3 E 3 7. ех 
y =0 ej Эн ЭРЭЭ 2 зеп x+ (e =) 7 


605) у"-3у+2у= (х? + х)е?" 
Solución 
А?-3А+2=0 => А =1, А, =2 de donde: 
У, = се +сзе?* además Ya = (Ax? + Bx+C)e** 


өзх 


а (х? -2x+2) y la solución general es: 





obteniéndose: у, = 


езх 


2 





у= се" +c,0% +——(х-2х+2) 


У"-у"-у-у =х? +х 
Solución 
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X -A 431-1-0 > 12(3-1)4(3-1)-0 entonces: =x? +6x? +18x +24 la solución general es: 
Ур у в 


2 EN е сə ЛАУ 
(a? +1)(4-)=0 > A=1, A, =1, A =-i de donde уу, жур де depte" +х? + 6x7 +18+24 


x 1 2 
= 5 - С 
Ya =e" +c, созх+сузепх además: у,-А4х + Вх+ 609) 5у'—бу'+5у =13e* cosh x 
Solución 


obteniéndose: у, =-x?-3x+1 y la solución general es: 
p 


те! 


5у'—бу'+5у = le* -1) > 542-63-5-0 entonces 


tu 


VEVE +yp = се" жс; COS +С; senx=x?-3x+1 
3.4 =х 4 = 4 
A==+-=i de donde у, =се?* cos—x+ce? sen— х 
5275 ғыны. 5 1 5 


607) у -2у'"+2у'-—2у+у=е* 









2х 
© 
+1.3 
Б 





Solución 3 & 
A además y, = Ae” + В obteniéndose: Ур = 


24-222 +24? -24+1=0 de donde (27 Daily? =( entonces A=1 de 
y la solución general es: 


2x 


Е 4 
кашк т 
2 


х 
= o 
Y =Y¿+Yp =сүе yt 





multiplicidad 2 y A, =i, Аҙ --і de donde se tiene 


Yg = сүе * +сухе *+c,c0sx+c¿Senx además 
610) у”+у'=х^+х 
Solución 


x? 


Ур = Ах?е де donde Уул Ч e” y la solución general es: 


A+ P=0 => А =0 de multiplicidad 2 


2 


x 
у= се“ +0,xe* +03 COSX+C4 A A, =i, Аұ--і de donde: 


608) у"-2у+у= х? Yg =C; +с)х+су COSX+C¿SENX además y, = х? (Ax? + Вх+ С) 


4 3 


Solución хо х 4 
obteniéndose y, Ута y la solución general es: 
12-21-1-0 => 3-1 de multiplicidad 2, de donde 
A 
Yg =сүе* +c,xe* además y, = Ах? + Вх? + Сх+ Р obteniéndose у= ур Ур = Ср +С)х +С: COSX+C4 аси" 
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611) y"-y"=xe*-1 
Solución 
4-4=0 => 1-0 de multiplicidad 4, 4-1 de donde: 
рет +сух+сух* +c4x° +cse” , además: 


2 
Ур = Х(Ах+ В)е* + Ах“ obteniéndose Ур = (E-axje* 


y la solución general es: 


2 
2 3 x х 4 
у= у, Yp = Ср +Сух+Сух +Сах %сбе шы ыр 


612) узу-х sen x 
Solución 


12-1-0 => А=+ї dedonde y, =C,COSx+C, ѕепх 
además y, = (Ах? + Bx+C)senx+(Cx? + Dx+ E)cos x] 


de donde se obtiene que: 


3 2 
х Хх 52 гэ 
y, = G ым) cosx a x yla solución general es: 


2 
х 2 
› = с, со$+ c, sen x + (— ———) cos x +— sen x 
A А л 4 


613) у'+2у'+у =x e * cosx 


Solución 
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614) 





А?+2А+1=0 = 1--1 de multiplicidad 2 de donde: 
Yg = сүе *+c,xe * además: 
Ур = е (4х2 + Аух+ Az)cosx+(B,x? + В,х+ B,)sen х] 
obteniéndose: Ya = e*(=x? cosx+4xsen x+ 6cos x), 
y la solución general es: 

у= се“ +сзухе* +e *(=x? cosx+4xsenx+6cos x) 
у"-4у'= хе?" +senx+x? 

Solución 


X —44=0 > А=0,Л›=2, Ау =-2 de donde 


2х además se tiene: 


Уз = С + суе?" +030 
2 
Уһ = (4+ B)xe 22 m =Csenx+Dcosx, Ул (da? +A ЕТУ 


De donde: y, Ул, Ур, %у,,, Obteniéndose: 


2х 3 
е 1 
Ур,” 32 (2х? -3x)+ 0051 y la solución general es: 





2 


9 х -2 
у= с +c,0*+03e 55 


22 (012 a 
32 52124 


у"-у =senx 


Solución 
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3 1 43. 
1430 ETAPA OS 
A 1 > 1 2 2 2 


1 43 


Ay =--————1 de donde 
25052 


> 
57 2 уз 2 беп---х además 
Уу, = Се %сҙе “ cos 2 x+c3e * sen > 


Е 1 
Ур = Аѕепх+ Всоѕх obteniéndose y, др de х) 


у la solución general es у= у, + уз es decir: 





618) 
х 72 2 1/3 1 
у=сүе* жс;е 2 Б саласы ата рызы 
616) _ у"+2у+2у=е * cosx+xe * 
Solución 
А +24+2=0 => A=-1+ti de donde: 
Yg =сүе *cosx+c, *senx además 
Ya, =xe *(Asenx+Bcosx), Ya =(Ax+B)e * de donde 
85225070 E obteniéndose que: 
Ур = 2 e *senx+xe * y la solución general es: 619) 
Ч хе * са 
ШТ? ТУ е (Сү cosx +c, SEN х)+ үг беп х+ хе 
617)  у”-2учу-совх 
Solución 
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14-21 41-0 = (4-1)? => A =1 de multiplicidad 2, А, =-1 de 


multiplicidad 2. De donde: у, =сүе* +c,xe* +c30 * +c¿xe * además 


COS x 


Ур = Асоѕх+ Вѕепх de donde: F 





з y Іа solución general es: 


х х сұ -ж cosx, 
y=ce +C7xe +C3 Жсү,хе + 





y''+y = 2sen x.sen 2х 


Solución 


2senx.sen2x = cosx — cos3x = y'"'+y = cosx -—cos3x 


А?+1=0 => 31-41 de donde se tiene: 
Ур тс COSX+C¿SENX además у, =x(4, соѕ5х+ 4; ѕепх) = 


Ур, = В со53х + Ву sen3x de donde y, =y, зу, 





f xsenx cos3x A 
obteriéndose: у ba A y la solución general es: 
xsenx сов3х 
у= С С05х+С) gase == 


у'+4у = xsen? х 


Solución 


2 х хсов2х 


хэс > 12+4=0 > 4-32 
2 2 


у''+4у = хеп 


de donde y, =cC, С082х %с; ѕеп 2х además у, =Ах+А, 
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Ур, = Х(Вух+ С) соѕ2х+(8:х + С, )зеп 2х] de donde: 


Yp “Ур, +Ур, Obteniéndose: 


o 
х хсов2х х?веп2х 


O | y la solución general es: 


2 2 на хсо$2х жы sen 2x 
у= у. Фур = сү Cos2x+c) sen 2x 5935 Т 


620) у" +2у"'+2у"+2у+у = xe” 

Solución 
414244212 +24+1=0 dedonde (2? +I)(A +1)? =0 > А--І 
de multiplicidad 2. А = de donde: 


Yg = сүе *+c,xe *+c3c0sx+c4¿senx además: 
х 
Ур =(Ayx+ Aye? => y), =x(B, sen x+ B, cosx) 


de donde у,-у, +)Yp, obteniéndose que: 


ХӨ! x : 
=(2--)e* -cosx y la solución general es: 
Ye =L ¿7 leña 


Xx 
—COSX 


5 г ху 
у= се +сзхе * +сусозх+с, sent қ” 53 


у'+у'=соз^ x+e* +x’ 


621) 


су 2 БУЛ, 4: ТАН С052Х- „5 
уул cosh er х RS ÍA Ха -т 
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424+4=0 > 24=0, 4,=-1 де допбе: 


х 


Yg =сү+суе * además у, = А, cos2x+ А, sen x.sen2x 


Уһ = беу, = x(B,x? + B,x+ B,) de donde: 


Ур “Ур, Ур, +Yp, obteniéndose que: 


х: 5 
__ѕеп 2х сов2х е +E -a +2) 


20 w л 








P 


y la solución general es: у=у„ +y, es decir: 








х 8ёп2Х соѕ2х е" x? 3 
y=c +c, *+ - + —+—-x*+2x 
20 10 285 
62) у +4у'"=е" +3ѕеп2х+1 
! Solución 


25-423 =0 => 1-0 de multiplicidad 3 => 4-30 


de donde: y, =c} %сҙх%сҙх%с, сов2х се sen2x además 
Aa Е. 5 
Yp = Ае, Yp, =х(4) ѕеп2х+ А; сов2х), yp, = 4х 


de donde: у,-у, +y р, Ур, Obteniéndose 


Ж 271: 2 х? б. , 
Ya msn хр, y la solución general es: 


3) (32 


2 Ж“ Эх x? 
у=сү+сух+еух* +04 сов2Х-с, MA ЫГ, цан 2х+ 24 


Je 
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623) 


624) 
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у"-ЗучЗу-у = ед cos 2х 
Solución 


13-33 -31-1-0 > (А-1) =0 => 3-1 de multiplicidad 3, de 


donde: = се +0,xe* +c,x e" además: 
g 1 A 3 


Yy =е"(4соѕ2х+ Вѕеп 2х) obteniéndose y, == sen 2х 


y la solución general es: 
x х х е* 

уту,%Урчае +С)хе +сухе "ы 

у"-2уч4у-е" eosx+x? +sen 2x 
Solución 

А -214+4=0 = (4+2X(4?-24+2)=0 de donde 
A =-2, Аз =1+i, Ау =1-і y además: 
2 


Yg =сүе *+c,e* соѕх+сзе* senx; y 


Yp = Ах? + 4ҙх% Ау entonces у, = В sen 2x+ В, соѕ2х, 


у 


) z= 4 › лт , , 
Y y, хє (сү совх+с, sen x) de donde y,=Y, +Yp, “Ур, 


obteniéndose que: 
Эр (2x?+2x+1D+ : (sen 2x + 3 соѕ2х+ a (3 sen x—cos x)) 
2227: 40 2017, 


y la solución generales: у-у,%у, 


625) 


626) 





y y=x?-e*+e* 
Solución 


2+4=0 > A =0, A, =-1 dedonde y, =сү+с;е * 
además y, -х(4х1%4,х%4;) => 


= =, ё. 
Ур, = Вхе ", Ур =ce* de donde O Уру ӘД 


3 
ИВ х 
obteniéndose: у,- Y +2x+xe * rie 


y la solución general es: y= Yg +Ур 68 decir: 


= x е“ 
у= с +с,е +x? de дэ? 


y 2y3y=2x+e* -2e* 


Solución 


А -24-3=0 => A =-1, A, -3 de donde 
ТЕ = сүе”* +c,e™ además: 


Ур “AXHA, Ур, = хе“, уд, = Ахе?* de donde: 


=r 
Ур Ур, %Ур, Obteniéndose y, mayt E ах 3х 


3 ШОГ 24 2 


y la solución general es: у= Yg +ур es decir 


-y 3x 
y=qe +c,e* =2к pt гет E 
3 9 4 2 
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627) 


628) 
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y"+4y=e* + 45еп2х+2с052 x-1 
Solución 


у'+4у =е" + 45еп2х+2с052 x-1 
y"+4y=e* +4sen2x+2co0s2x => 2А +4=0 => А=+2: 
de donde у, =cC,C0s2x+c,sen2x además у, = ДАе* 


Ур, = Х(В соѕ2х + Сѕеп 2х) dedonde у,-у, +Yp, 


1 
obteniéndose: Ур = ын + ха. sen 2x –соѕ 2x) 


y la solución general es: у= у, +yp es decir: 

e* 1 
Y =C; со52х+с„ sen 2x + —— + х(— sen 2x — cos 2х) 
5 4 


у''+3у'+2у =бхе “(1-е 7) 
Solución 


у'+3у+2у = бе" —6xe 2" => 12+31+2=0, entonces: A =-1, А, =-2 


-2x 


De donde у, = х(4,х+ В, )е además 


Ур =x(Ajx+BjJe% ; у, = х(4›х+ В, )е`?* de donde у,-у, ЕУ, 


obteniéndose: x 


Yp =3Mx? -2х)е * +3(x? +2x)e” 
y la solución general es: 


PEREN р AI езг Y +3(х? —2х)е * +3(х? + 2х)е 25 


629) 


630) 





У"-у = соѕ? 2x+sen? Ж 


Solución 


+ 2 2x 1+со54х 1-cosx 
У''+у =со5° 2x+sen* = = —— + _—= 
2 2 2 


cosáx cosx 
2 


22%1-0 = 1-3 de donde 





y '+y=1+ 
Ур =c Cosx+c, ѕепх además 

Ур = Aj» Yp, = (4 COS 4x + 4; sen 4x), yp, =x(B, cos x + B, sen x) 
de donde у,-у, +Yp, %у,, Obteniéndose 


27 соѕ4х хвепх 
хамж 4 





y la solución general es: 


cosáx хѕепх 
3 4 








у= у, +ур =сүсозх+с, зеп х+1— 


у'!-4у'+5у =e?* (sen x +2 соз x) 
Solución 
А?-4А+5=0 => Л=2+1 de donde 


Yg = сце?" соѕх+сзе?* ѕепх además 
Ур = хе 2х (Аѕепх+ Всовх) obteniéndose 


х 2 25 
Ур = (хѕепх- 2 совх)е”“ yla solución general es: 


cosx 





) 


y = се?" cosx+c,e”" sen x+ хе?" (sen x- 
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631) | у'—4у+5у=1+соз^х+е”” 


Solución 
А?-4А+5=0 => A4=2+i de donde 


2 


У; = се?" соѕх+сзе?" senx además: 


55 
Сото у''-4у'+5у = 3 + соз кез , entonces tenemos: 


Ур “А, Ур, = 4, С052х+ А, sen2x+ А; беп2х, Ус, = Ве?" 


de donde у, = у, %у, +Yp, obteniéndose 


Е „| 4 
те” + —+-—cos2x --—sen2x 
Вы 65 


10 130 
y la solución general es: у= у, +, ев decir: 


2: БЭ ГЭРЭЭН 3 т cos2x 45еп2х 
= Ce cosx+c HE, 23. 
=. : 10 130 65 








632)  y'"-2y'+2y=e' sen? : 
Solución 
х х 
у"-2у%2у-е” sen? 2 = 5--<-созх 


- e < 


42-24+2=0 => 4=1+i де donde Yg = Спе“ соѕх+сзе" sen х 


además у, = йе", у, =xe*(Bcosx+Csenx) de donde: 
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m е" хе" ѕепх ЫНЫ , 
ыы Ж сүр ғы y la solución general es: 


Р Е. т е” хе” ѕепх 
у= у, +уь„ = се" соѕх+сзе вайа бра 


633) у"-Зу 1-6" +соѕх+ѕепх 
Solución 


42-31-0 => А =0, 2, =3 de donde 
Yg =c, +c,e™ además Ур, = А: Yp = Ве" 
Ур, =Csenx+Dcosx de donde: y, ау, Ур, ТУУ 


S x е“ cosx-2senx 
obteniéndose, y, =-=- +t— сахин 


la solución general es: 
33 5 y 8 


е: y cos x—2sen х 


у= с +сзе?* а 
3 22 5 


634) — y"-2y+5y=e*(1-2sen? x)+10x+1 

Solución 

y"2y'+5y =e*(1-2sen? x)+10x+1 
y"2y+5y=e* cos2x+10x+1 = А2 -24+5=0 entonces А =1+21 


Yg = сце“ cos2x+c,e* sen2x además 


Ур =хе*(4соѕ2х+ Вѕеп2х) => у, =Cx+D de donde 


Ур “Ур +Ур, obteniéndose Ур 212 sen 2x+2x+1 
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cionario.net 


y la solución general es: у= y, +y, es decir: 


1 
у = (сү cos 2x+ cy sen 2x)e* + sen 2x+2x+1 


635) y "4 yH y = 4х +sen х + sen 2х 
Solución 
22-44%4-0 = 1-2 de multiplicidad 2. 
ж = суе?" +c,xe?* además Yp =4x+B 
Ур, =Csenx+Dcosx, yp, =Ecos2x+Fsen2x de donde 


YE, Кур, Хр, obteniéndose 


Ур =x+1+ 5 (4 соѕх +3 ѕепх)+ Н соѕ2х у la solución general es: 


l 
y= сүе?* +сухе?” +x+1+- үбсовха Засах) +2 cos 2x 


636) у''+2у'+у =1+ 2со$ х +соѕ 2х -sen 2x 
Solución 
А?+2А+1=0 => А--і de multiplicidad 2. 


* además: 


Yo =сүе *+c,xe" 
Ур = Ах, Ур, =Bcosx+Csenx, Ур, = Dcos2x + E зеп 2х 


de donde: у,-у, +Yp, +Yp, obteniéndose 
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соѕ2х+ 7 ѕеп 2х J 
Pp =1+зепх+ ИН... син y la solución general es: 


г 6 cos 2x — 7 sen 2х 
у=се  +cxe * +14sen x+ 1 
25 

637) _ у'+у+у+1=зепх+х+х? 


Solución 


43 


А?+А+1=0 > A+ de donde 


кз 


= => 3 
Ё 2 ” 2 - ie 
Yg те * cos 5 х+с;е 7 веп 2 x además 
y = Asenx+ Bcosx+Cx? + Dx+ E de donde: 
хе О жие ЕЕ % ж” 
Ур =x -х-2-совх yla solución general es: уун 


3 
y=c 2 22657 х-сҙе 


км» 


3 1 
беп--- x+x" —x—-2-cosx 


гч 


-3х 


638) y"+6y'+9y =9xe *” +1+9senx 


Solución 


12+64+9=0 = 2=-3 de multiplicidad 2. 


3 3x 


Yg =0e *+c,xe * además 
A A Өс = x*[(B,x+0,)e Ан Ур, < (В; sen x + С; cosx) 
de donde y, =y, typ + Yp, obteniéndose 
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639) 


En los siguientes problemas se necesita hallar las soluciones particulares de las 


У, = + e 44. (36ех-27совх) 
50 
y la solución generales: у-у,%у, еѕ decir: 


-3x ll 3xe * 
y=cje %сҙхе зы 





AAA 
50 


у''+2у'+1 -3веп 2x+c0s x 
Solución 
А?+2А=0 => А =0, А, --2 entonces: 
Уулс +c,e ?* además Yp =4, Ур, = Bsen2x+Ccos2x 
Ур, =Dcosx+Esenx de donde: у,-у, зу, +)p, 


obteniéndose: у, = e ia a (sen 2x —cos2x) 
С: Е 8 





y la solución general ев: у= у, Ур еѕ decir: 


2senx соѕх х 3 
к" ------------(веп2х--сов 2х) 


5 5 2868 





у= ср tee 


ecuaciones que cumplen las condiciones iniciales dadas. 


640) 


314 


у'—5у'+бу = (12х—7)е*, у(0) = y'(0)=0 
Solución 


А -54+6=0 => А =2, A, =3 de donde 


641) 


cionario.net 





2 3 : y 
Ye 667 +сзе * además у, =(Ax+B)e * obteniéndose 


Ур = хе * yla solución general es: 


2 = 
у=у„+у„=сүе Ес зе 5, рага х=%, y=0 
Se tiene que: c¡+c,=0 ... (1) 
y'=2c,0* +3c,e™ +е* —xe * entonces: 


*—хе * рага х-0, y=0 


у= 24е?" +3c,0% +e 
Se tiene que: De, +3c,+1=0 ... (2) 
de (1) y (2), se obtiene: €, =1, су»-1 


х 


: 2 3 2 
por lo tanto: y=ce* %сҙе” +xe * entonces: 


уе? —е?* +xe™ 


y"+9y=6e%*, y(0)=y"(0)=0 
Solución 
А2+9=0 = 1-33 de donde: 
Yg =C,Cos3x+c,sen3x además y, = Ае?* de donde 


Зх 
е 2. 
Ур = —— Y la solución general es: 


Р а 4 е?х 
у= у, +ур =сүсоз3х+с, РАТ, 
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642) 
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рага x=0, y=0 => ose + > с--1 


3 
cos3x e” 


y=- 0 + сѕеп 3х + derivando 





r 


y =sen3x+3c, cos3x+e™ parax=0, у-0 


0=3с3 +1 => 2-5 por lo tanto: 


y += (соз3х +зеп Зх езх) 


у"-4у+5у = 2х?е", у(0) = 2, у'(0) =3 


Sglución 


142-44+5=0 => 2=2+t1 de donde 

Y = суе?" cosx+c,e” senx además Yp =(Ах? + Вх+ С)е" 
obteniéndose y, = (х+1)?е* y la solución general es рагах = 0, у = 2 
entonces 2=c,+1 => с =1 

x= e?" (cosx +e, Senx)+(x+ 12е" ‚ derivando tenemos: 

уз 262 (cosx су sen х) + e?" (sen x+c.costc) + 2(х + Де" +(х+1)2е* 
рагах = 0, у-3 => 3=24+c3+2+1 > с, --Ф 


por lo tanto: y = е?* (соз х—25еп х)+(х+1)2е" 


643) 






y"+6y'+9y =10senx, у(0) = y (0) = 0 
Solución 


А2 +64+9=0 => А--3 de multiplicidad 2 


3 3x 


Ур =сүе *+czxe `* además y, = Аѕепх+ В соѕх 


de donde y, = 14 ѕепх -3соѕх) y la solución general es: 


-3х 


= 1 
у= се +сзхе ығында 


parax=0, y=0 => 0=0-5 => а=; 


3 


у--3де 35 +3c,xe * +58 cos x+3 sen х) 


para x=0, y'=0 = 0=30, жеуі => с) =1 


3 -3х 


por lo tanto: (6 +x0 9 + (4senx-3008x) 


уу = 2соѕх, y(0)=1, y'(0)=0 
Solución 


А?+1=0 => 1-4! dedonde y, =c; COSx+C) Senx 


además y, =x(Acosx+Bsenx) obteniéndose 


ур =xsenx y la solución general es: 
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645) 


646) 
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У-У, +Yp =C COSX+C) SENX+ISENX, parax=0, у= і 
entonces: 1-с, 

y'=-C| вепх жс; соѕх +ѕепх+хсоѕх, рага х= 0, у'=0 
entonces: 0-с; porlotanto: у = соѕх + хѕепх 
у''+4у = ѕепх, у(0) = у'(0) =1 


Solución 





А +4=0 => 4=%+2i dedonde y, =c, cos2x+c, sen2x, además 


sen х 


3 





Ур = Аѕепх + В соѕх, obteniéndose y, = y la solución general es: 


sen x 





Y =Y¿+Yp = С со82х%с; ѕеп2х+ 


para x=0, y=1 => 11-с, 


cosx 


647) 





y'= —2су sen 2x + 2c, cos 2x + „ para x=0, у'=1 


entonces ТЕ > с; ҒАР 
3 3 


веп2х ѕепх 
+ 








por lo tanto: y=c0s2x+ 3 

y"6y+9y=x? -x+3 DE у'(0) AX: 

YE ‚ y 377 27 
Solución 





А?-6А+9=0 => 1-3 de multiplicidad 2 


3; 3 А 4 
Уүлссүе” +сухе * además y, = Ах? + Вх+ С obteniéndose 


2 
Уул Le қы” yl y la solución general es: 
9527303 


2 


Е Ха! 4 
+ + +=, рага x=0, у=— 
аа ныг 


y= се?" «со 


2 
A еі 
9 ZU 29 


4 1 
a => c¡=1 entonces: у- +c,xe 


3 
7 3 LX 1 
у'= Зе?" +с,е?* +3сухе?* манай рага х=0, y'= == , entonces: 


1 1 

—=3+с, +— > C= 

27 a : 

por lo tanto: y SA —3хе?* mias бв 


у'-4у+4у=е?*, у(0)= 2, у(0)-8 
Solución 
А -4А+4=0 => 1-2 de multiplicidad 2 
Уул cie +сухе?* además y ‚= Ax?e?* obteniéndose 


2 


х 2x 2. 
УБ “Эрэ y la solución generales у= у, +y, 
2 2 кі 2 
es decir: у= се * схе" +26 * para х= 0, у=2 > 2-с, 
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649) 
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2 
х : Е 
ye 2e?* cy? te , derivando se tiene: 


у-4е +0, +0,xe* хе +х?е?*, para x=0, y'=8 


entonces: 8-4-с) > C,=4 
2 


х 
ve 2e?* +4xe?* ШЕ хий 


por lo tanto: 


y "H y =4(sen2x+c082x), у(л)-у(л)-2л 
Solución 


А +4=0 => 1-401 de donde: Yg =C; COS2x +c, sen2x, además 


Ур =x(Asen2x+Ccos2x) obteniéndose y, =x( Asen 2х – cos 2x) 


650) 


y la solución general 68: у= у, +y, esdecir: 
у =c cos2x+c, sen 2x + x(sen 2х -cos 2x) 
para хт-л, у-2л > 2r=ġ-r > с -3л 


у = Зл cos 2x + с, sen 2x + x(sen 2х — cos 2x) 


y'= —6л sen 2x + 2с› cos 2x + sen 2х — cos 2x + 2x(cos 2x + sen 2х) 


C= 


рага х=л, у-2л => 2лт=2с,-1+2л = 7 


% у-3лсов2х- к + х(веп 2x -сов2х) 


y -y=-Se *(senx+c0sx), y(0)=-4, y'(0)=5 


Solución 





А?-А=0 => А =0, А =1 dedonde у, =c,+cj,e* 

además: y, -е *(Asenx+Bcosx), obteniéndose: y, -е “(зепх- 2 совх) 
у la solución general 68: y =c} +c,e* +e *(senx-2c05x), 

рага х-0, y=-4 > -4кс =C¿-2 > C¡+c,=-2 

y'=c,e* -e *(senx-—2c0sx)+e"*(cosx+2sen x) 

рага x=0, у-5 > 5-с)%2-1 > с›=2, сү=-4 


por lo tanto: у= 4+2e* +e *(senx-2c0s x) 


y''—2y'+2y =4e* cosx, у(л) =ле", y (m)=e" 

Solución 
А2 -24+2=0 => А=14ї de donde: Yg = (сүе" cosx+cye* sen x) 
además: y, = xe” (А сов х+ В sen х), obteniéndose: у р = 2хе* ѕеп х 
у la solución general ез: у = у, +ур = е“ (c, cosx +c, sen x)+2x* sen x 
para х-л, у=ле" => ле" =е"с ‘= с=п 
y'=e*(c, cosx+c, senx)+e* (-c, sen x +c, соѕх) + (2е*хѕепх) 
para х=л, y=e" => е" =e*(-c,-c,) entonces: 
с) =1-л porlo tanto: 


с; -1-с, гэ 


y =e* (rm созх+(1—лт)веп x)+ 2xe* sen x 
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652) 
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у"-у--2х, y(0)=0, y'(0)=1, у"(0)-2 


Solución 


4-4=0 > 4-0, А, =1, А =-1 de donde: 
Yg =C +сзе* +суе * además y, = х(4х+ В) de donde 

Ур = кт y la solución general es: у-у,%у,-с, +c30*+c3e *, 
parax=0, y=0 entonces: «. (1) 
y'=c,e* —-cze * de donde para x=0, y'=1 

1=с;›-су => |c7-C3 =1 ... (2) 

y"=cye* +c3e * de donde para x=0, у'= 2 

2-с; ісу = ... (3) 

de (2) y (3) se tiene: 


сі =-2, por lo tanto: 


3 1 
с; т» с; 72” 


у= -2+2e" tleez? 
2 2 


у”-у=8е*, y(0)=-1, y'(0)=0, у'"(0)=1, у”(0)-0 
Solución 


x = А Вэ x 
Yg = се" +сзе " +сз cosx+c¿senx además y, = Ахе 





obteniéndose у, = 2хе* y la solución general es: 
у=сүе* +c,e * +03 COSX+C4 SEN х+2хе*, 

para х=0, у-0 .-> 
У-се”-сҙе * сз SEN X +C4 соз5х+2е* +2хе' 
para x=0, y=0 => 0=c¡-C73+c4+2 
С=С) +С4 --2 

у= се! +сзе * —су соѕх —с ѕепх+4е* +2xe* 
рага х= 0, у'=1 => 1l=c+Cc,-c3+4 

Ci +0) -C3 =-3 

у= се" -ce * +c, ѕепх с, соѕх + бе" +2xe* 


рага х= 0, у 


С! Е СД --6 


desarrollando (1), (2), (3) y (4) se tiene: 


"=0 > 0-с,-с,)-с, %6 


сү=-3, с; =1, c¿=1, с, =2 porlo tanto: 


01) 


.. (2) 


.. (3) 


.. (4) 


y=-3e +e“ +соѕх +2 5епх+ 2хе" 


у'"-у= 2х, у(0) = у'(0) =0, у" (0) = 2 


Solución 
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3 > 3 
= E 2 рал, ё ни 
Ya се +с„е cos Л х+сзе sen 2 х 


de Га 


además y, = 4х+ В obteniéndose y, =2x 


y la solución generales: у= у, +у es decir: 


х 


X 
=сүе* + „ж СЕНЕ 2 sen 
у=сүе* +с;е уне 


5 


Ex + 2x 
2 


empleando las condiciones dadas se obtiene la solución particular. 


40-43 
паи 2 son ах 


43 
y" -у=8е*, y(0)=0, у(0)-2, y'"(0)=4, y'"""(0)=6 
Solución 


44-1с0 > A =-1, А =1, A =i, A =-і de donde 
Yg = се" +сзе* +c, cosx+c¿senx además y, = Axe* 
obteniéndose: y, = 2xe* y la solución general es: 

у= се“ + се" +c, cosx +c, senx+2xe* 


para x=0, y=0 Ci +C, +C; =0 
сү+су›+с=0 


БЭ 
para х-0, у-2 = 
para х-0, у"-4 25 

=» 


С, "СС SES =0 | 
para x=0, у"-6 =C +C -C4 =0 


1 
entonces: с, =C} =C3=C4=0 de donde y =2xe 





En los siguientes problemas se necesita hallar las soluciones particulares de las 
ecuaciones que cumplen en el infinito las condiciones dadas. 


655) y" A y'+5y =senx, yes acotada para х —>+o0 
Solución 
Sea p(r)=r?*-4r4+5=0 > n; =2+i, 5 =2-i 
Ур = суе?" cosx+ c,e?” sen x. La solución particular es de la forma: 


y, = –45епх+ В соѕх 


Ур = Асовх% Вѕепх => 
ізі, =-Acosx—Bsenx 


ahora reemplazando en la ecuación diferencial. 
-Ácosx-Bsenx+4Asenx-4Bcosx+5A4cosx+5B sen x = sen x 


(44+4B)senx+(44-4B)cosx =senx entonces: 


A 
Ш 


44-48-1 
44-48-0 


dy 
Ш 


y O зеш 
А 8 8 








La solución generales: у= Ye +Ур 


2 


cos x+ sen x 
5 у= се?" cosx+c,e? >E 
Ус 2 


8 


* senx+ 


y es acotado cuando х >œ <> с) -с; -0 de donde la solución general es 


сов х +ѕеп x 


de la forma siguiente: y = 5 
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656) 


657) 
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у+2у+5у = 4с05 2х +ѕеп2х, y es acotada рага х —-00 
Solución 
Sea p(r)=r? +2r4+5=0 => ң--іғ2і, n =-1-2 
Уул суе“ cos2x+c,e * sen2x, la solución particular es de la forma: 
Ур = Ас052х + Вѕеп 2х, de donde: 
у, =-24sen2x+2Bcos2x => уу =—4Асоз2х-4Взеп2х 


reemplazando еп la ecuación diferencial. 


-4Асов2х-4Ввеп2х-4 Аѕеп2х+4Всоѕ2х + 5Acos2x + sen2x = 4cos2x + sen 2x 


(A+4B)co0s2x+(B -44)sen2x = 4сов2х--веп2х 638) 
(А%4В-4 [4=0 

-44+В =1 {8 =1 

Ур = еп 2х 


La solución general 68: у= ур 
2 у= се“ сов2х%с;ҙе 7“ sen2x+sen2x 


ahora y es acotado cuando x>-w «<> су -С; =0 рог lo tanto la solución 
es: y=sen2x 


у"-у-і1, y es acotada para x >% 
Solución 


Sea p(r)=r?-1=0 => ң-і, 7,5-1 





Yg = сүе* +c,e *, la solución particular Уһ = А, de donde: 
Е ЕРУУ Р ЕР 
por lo tanto la solución particular es Yp =-1 


y la solución general de la ecuación diferencial ев: y=y, +y р de donde: 


y=ce*+c,e *-1 
y es acotado cuando х >% <> c¡=c,=0 


por lo tanto: У--і 


У”-у--2совх, уез асоїайа рага х ->о 
Solución 

Sea p(r)=r?-1=0 => n=1, т =-1 

Уз =сүе* +сзе* 

La solución particular es de la forma: 


L =-Asenx+Bcosx 
Ур =4Acosx+Bsenx => 4. 
y! = – 4соѕх – В ѕепх 


reemplazando еп la ecuación diferencial. 
-Асовх- B sen х – Асовх- Bsen x = -2 cos x 


-2Асовх- 2Вѕепх --2совх > А =1, B=0 
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660) 
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La solución general de la ecuación diferencial es: 
у=сүе* +сзе * +c08x 


y es acotada para x>% <> c¡=c,=0 


V=COS YX 


por lo tanto: 


y 2y+y=4e *, y >0 рага х >+% 





Solución ке) 
Sea p(r)=r?-2r+1=0 = г=1 de multiplicidad 2. 
Yg = Се“ +c,xe* la solución particular es 
yy=4e* => y, --Ие” => y = Де” 
Де" +24е* + Де" = де" entonces: А = 1, ósea у,-е” 
La solución general de la ecuación diferencial es: 

у=у„+у„=сүе* +сухе* же” 

у >0 cuando x>% <> су =с) =0 porlo tanto: y=e * 
y''+4y'+3y = 8e* +9,y>0 рага х >-00 

Solución 
Sea p(r)=r?+4r+3=0 = ї--1, n=-3 
y¿=ce* +c,e **, la solución particular es de la forma: у, = 4е* +В; 662) 


entonces: 


Ahora 
Ав” +4e* +3e* +3B=8e"+9=>A=1, B=3 


derivando tenemos: y, = Ае", ын шШАе", 





Por lo tanto la solución particular es: у, = е" +3 
La solución general de la ecuación diferencial es: 


у-у,%у, =сүе *+c,0* +e*+3, у 3 cuando x>-0 si y solo si 

Сі =C,=0 por lo tanto: y=e* +3 
(1) ! 1 

у"-у-5ӛу-і, y>- рага х 90 


Solución 


1+-/21 
2 7 








Sea p(r)=r?-r-5=0 = Ж 


14/21 
Тт 


= 2 
Yg = се 





1-41 
х 


+сзе 2 


La solución particular es: Ур-4 > ye -07 y, =0 


1 1 
0-0-3A=1 > 4--- > te 
5 Ур 5 


La solución general de la ecuación diferencial es: 


1+/21 
——x 


Y=Y¿+Yp=ce 2 


14/21 
——х 


%сҙ6,:2- == 


1 
УЛ р рага x>0 <> с, -с; =0 por lo tanto: у--4 


y''+4y'+4y =2e* (senx+7cC08x), у->0 para х >-0 


Solución 
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p(r)=r? +4r+4=0 = r=-2 de multiplicidad 2. 

Уул cjene xe i 

La solución particular es: у, = е*(4соѕх + B sen x) 

БД = e*[A(cos х — sen x) + В(веп x + соз х)] 

y, =e*[2Bcosx-2Asenx] entonces: 

e*[2B cosx – 2 4ѕепх + 4A(cos х -sen х) + 4B(sen x + cos x) + 
+4A(cos x + В sen x)] = 267 (sen x + 7 cosx) 

e*[(8B — 64) sen x + (6B + 84) cos x]=2e * (sen x + 7 cos x) 

e*[(8B —64)sen x + (6B +84) cosx] = 2e* (sen x +7 cosx) 


88-6А=2 5 4-1 
68-84-14 B=1 


Yp =e*(cosx+senx) 


у'—5'+бу = 2672 (9 ѕеп2х + 4с052х), y >0, рага х > +% 
Solución 

Sea p(r)=r?-Sr+6=0 => n=2, r,=3 

Уул спе?" + суе** ‚ es lá solución general de la ecuación Боас 


La solución particular es de la forma: 


664) 





Ур = ет (4 соѕ 2х + В sen 2х), ahora derivando tenemos: 
у, =e *[(24-2B)sen2x+(2B-2A)cos2x] 
y! -е ?(8Asen2x-8Bcos 2x) 


ahora reemplazamos en la ecuación diferencial: 


уб = е7?" (8 Аѕеп 2х—8В cos х2х) 


-5у, те (104 +108) ѕеп 2х + (104-108) cos 2x] 


бур = е2" (64соѕ2х + 6Вѕеп 2х) 


%-5у, +6y, =е72"[184+168)ѕеп2х+(164-12В)соѕ2х] = 


y 
=2e ”(9sen2x+4cos 2x) 


(184+16B)sen2x+(164-12B)c0s2x = 18ѕеп2х+8с052х 


43 
[184+16В =18 Яғ 
| > 
(64-128-8 в-18 
59 
22543 
por lo tanto: Урте a соз2х sen 2х) 


у'-4у+4у=(9х? %5х-12)675, y ә 0 para х > о 
Solución 
Sea p(r)=r?*-4r+4=0 => r=2 de multiplicidad 2 
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Уул се?" + сухе?“ , solución general de la ecuación homogénea. 

La solución particular es de la forma: 

Уул (Ах? + Вх+ С)е *, derivando tenemos 

у, =(24x+ Ву" +(—Ах* - Bx+C)e™ =e *(Ax* +(24-B)x+ В С) 
y! =e™ (Ax? ат? -44)x+24-2B+C) 

е Ах? +(B-44)x+24-2B+C]-4e"*(-Ax” +(24- B)x+B-C)+ 


+4(Ax? + Bx+C)e™ =e *(9x* +5x-12) 


9Ax? -(98-12А)х-24-68-9С =9x* +5x-12 


(94-9 
17 
9B-124=5 =» үү 
24-68-9С--12 8 
20: 
9 
> ШУ. За: 
Ур =( СУТ Je 


La solución general de la ecuación diferencial es: 
ІШІ, MS 1- 
2 2 „мы SS ы. 
Y=Yg tYp =9е** +сзхе“* +(x tg” е 


у 0 cuando x>% <> c=c,=0 





17 SA да 
por lo tanto: у= (х? cal > 





donde а,,а,1....,41,40 son constantes. 


Para resolver estas ecuaciones se reducen a ecuaciones diferenciales lineales 
homogéneas de coeficientes constantes, mediante la sustitución. 


х=е' = t=Inx además 


dy 
ау. ау dy ‚ dy 
ах ах Фа dt 
dt 
dy 
ау ду а a dy _ ” 4 (е. 
dx? dx dx dt dt dt 
dt 
а?у a dy dy 
dx ад! dt 


También son ecuaciones diferenciales de Euler, las ecuaciones diferenciales de la 
forma: 


п 





„d'y 
а,(ах%5) рх жа, (ax +b) 


estas ecuaciones diferenciales se resuelven en forma análoga al caso anterior, mediante 


la sustitución. 
axtb=e' = t=In(ax + b) 
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Las ecuaciones diferenciales no homogéneas de Euler son de la forma: 
а"у 


п dy 
а„х ta =P UI) 


donde m es el grado de Р, (In(x)) 


También estas ecuaciones se resuelven en forma similar al caso anterior. 


Integrar las siguientes ecuaciones de Euler. 
665) х?у"+ху-у=0 
Solución 


Sea x=e' => і-іпх además: 


2 2 
AT бу REA 


сз * 


dx dt dt? а? 


que reemplazando еп la ecuación diferencial se tiene: 


-——)+-е' 67 Фф. y =0, simplificando 
t dt 


429 
-----у-0 ecuación homogénea de coeficientes constantes. 
dr? 


А?-1=0 > A =1,4,=-1 
la solución es:  y(t)=c¡e' + се! 
2 
por lo tanto: у=сух+—— 
х 
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666) 


667) 





х?у' '+3ху'+у = 0 
Solución 


Sea х=е' => t=Inx además: 


Da. жу ¿a y Фф 


dx й EG? dt? de 


reemplazando en la ecuación diferencial se tiene: 


ған у dy d 
ече 2 -r ау Ч 7 
+3е' е‘ —+y=0, lificand 
AN 3 жас? di y simplificando 
dy а : 
E a a y=0 ecuación homogénea de coeficientes constantes 


di? di 


А2 +24+1=0 => 2=-1 de multiplicidad 2. 


У) =c,e * +c,te * de donde: з 015 
24 х 
х? у'+2ху+бу = 0 
Solución 
Sea x=e' = і-іпх además: 
ду о. Py ¿a Y фу 
сем ЕЖЕ» ==158 ұт” z ша) reemplazando 
9а 
керер ган 22е e” Doy m0 


dy ау 
т. ———+—— 7 ——+6у = 0 ecuación homogénea de coeficientes constantes, de donde: 
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668) 


669) 
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155723 


А*+А+б=0 > kesy de donde: 


423 


араны, 4 
y(t) = се 2 “лус. МЛ 2 ЕЗИ 


por lo tanto: у= 7 [c, cos ны In x+c, sen > Іп x] 
ху-у-0 

Solución 
Sea х=е' => t=Inx además: 


СЭРРҮ ЛЭН Фу a Y Ф 


dx а” а? dt? di 
ИГ A 
reemplazando se tiene: е' е” ¡(Let с ДЕ 
а dt 
а?у 3 
т=рд O А =0 de multiplicidad 2. 
dt 


у) =с+си => у=сү+с,1пх 
(х+2)2 у'+3(х +2)у'—3у =0 

Solución 
Sea x+2=e' => t=1n(x+2) además: 


dy y dy ООО er; а: СУ | ду 
5423 342530 “тэрэлж ==) 
dx dt dt? sdt cdt 


reemplazando en la ecuación diferencial se tiene: 


670) 





2? 


——)+3е' е” 


е? RE dy - 3 y =0, simplificando 


4! ду! : 
5 а? +2 2- 3y=0 ecuación homogénea de coeficientes constantes de 
donde: 42-23-3-0 > 4,--3, А =1 > у()=сүе' Фс,е”" 


сз 
+2)? 





y=c(x+2)+ 


(2x +1)? у'—2(2х +1)y'+4y = 0 
Solución 


Sea 2х+1=е' > t=1n(2x + 1) además: 


2 2 
Y e”, 4у 4-24), 
dx dt’ ах? d? 4 


reemplazando en la ecuación diferencial 


e? de u Ey у -- Феде 4-0, simplificando 


dt? 
441» ау dy dy 
=з Л =0 = 27-22 =0 
‚лу. й У а? dt Ta 


sea 12-24+1=0 = 3-1 de multiplicidad 2. 


y(t) =ce' +czte' dedonde: y =c; (2х+1)+с,(2х+1)11(2х+1) 


Фу'"—3ху'+Зу'= 0 


Solución 
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672) 
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Sea х=е => t=lnx además: 


Y a, Y 


ce y _dy 
dx а” 


3 d? а? 
5 : > EYES y 82223 Y No Zi 
dx а ї 


ас did ть 4! 


Э 


reemplazando en la ecuación diferencial se tiene: 


2 
Y gr «22 _ 34 Уул). зеет У 8 зет 9 0 


2 аг а? 4 dt dt ї 


3 2 

ЖА. 6 Ra 8% -0 ecuación homogénea de coeficientes constantes 
а а а 

de donde: 47-63 +82=0 = А =0, А -4,,4; =2 


y la solución es: y(t) =c, %сҙ6” +c3e™ porlo tanto: 
у= ср +с)х“ +сух? 
х?у"=2у' 
Solución 


Sea ax=e' => t=lnx además: 


дууч. 


3 3 2 
5 dy = ег? dey d 52 220 
dx dt d 


de? пай а 


reemplazando en la ecuación diferencial dada 


e” PETEA y ¿EY ,2% суде желге А 
4 ш й 


2 
=== ж-е =0 ecuación homogénea de coeficientes constantes, de donde 


www,.el 


673) 


674) 


А -32=0 => A =3, А, -0 de multiplicidad 2. 


У() сү +с)ї+сзе” de donde у=су+с, Inx+c3x? 


(1+1)? y"-12y'= 0 


Solución 





Sea x+l=e' > t=1n(x+ 1) además: 


3 3 
dy ЕЗ e” dy е 4 y шеті! e Ж + 
dx а dx? died? + 4 


reemplazando en la ecuación diferencial se tiene: 


a Oy dy A а-о 
елене -30 2,2% содыг Y -0, simplificando 
а? di 
а?у а?у dy наг : 
жуг 22 -10-- 2 =0 ecuación diferencial homogénea de coeficientes 
t 


constantes. А? -24 -104=0 > 4=0, А, =5, А =-2, 


y la solución general es: y(t) =c; «су Ж жа , por lo tanto: 


©з 


у=сү+с;(х+1)* + 5 
(x+1) 





(2х-1) y'"+2(2x+1)y"+y'=0 


Solución 





Sea 2x+1=e' => t=1n(2x+ 1) además: 


339 


Зопапо.пе! 


2 
Ф 2 ' ау 240 (EY y 25% 
ах й ах? dt? dt 


а?у 8 34», 2%; 


а? а? 4 


reemplazando еп la ecuación diferencial dada 





: 2 
2273 242,2, Уде! 4е:242-2 9) оет 0 
"ЭЙР": й d? а di 
Ё y 676) 
Ez = 42% 2 as 5% =0 ecuación homogénea de coeficientes constantes, d 
de. аз, 


donde: 443-842 %54-0 = 4,-0, № =1+5, Дэн 5 





2 

y(t) = сү +c,e* сов- +суе' sen , de donde 

y =c; +c7(2x+1)c0s шак), с; na аш, 

675) х?у+ху+у=х(6-1ах) 
Solución 

Sea x=e' => і-іпх además: 
Ф _.- dy а?у a UY у dy 
dx а” de а? а 
reemplazando еп la ecuación dadas se tiene: 

2 

‚а 

EE abla 2 уеге 7 =e' (6—1) , simplificando 


dt ға “а 
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=(6-1e', sea 22+1=0 > A=i, A, =-i 





Y¿(t) = сү cost+c¿ sent = у, =C; совіпх +c, senlnxy 


t 981 4 ах 7 
р = (41+ В)е =» У» “ЯРЬ = Уріле 73 
: Inx 7 
56 Пепе: у= у, +), =сүсо5(1пх)+с› sen(In x) =P + 3 
x? y" 
-ху-у-2х 
Solución 
Sea x=e' => t=Inx además: 
2 2 
4. en ду : да Ёк” 6.2) 7 ‚ reemplazando en la ecuacion: 
dx di dx? dt? dt 
2 ) , 
¿ás (Y Met e” Be y =2e' , simplificando 
алка: й 
EALE, =2e', dedonde A?-24+1=0 
dt 
entonces: 4-1 de multiplicidad 2. 


У.(Ә-ае +сзе => у„=сүх+сух1пх 


221 — PRE 
además у,()= е = у,()-16 
Ур = ха? х у la solución general es: 
y=cix+cxInx+x1m? х 


у= Уу, +Yp es decir que: 
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677) 


678) 


342. 





161пх 
xy xy 3 y == 
Solución 
Sea х-е! => і-іпх además: 
Фолф Фу a Y 4 
ах а” ас а? а 
reemplazando еп la ecuación diferencial dada se tiene 
жу: Dee 44 _3,--16e7 1, simplificando 
dr? di 
dy dy 4 › ; 
————-2———3у=-—-16бе', sea А – 24-3 = 0 entonces: 
dt? 4 
3 : 
M =3, 4¿=-1 => у,()-се” +c,e ! entonces: чи 
343 А = { (1) =212е' +te * 
Yg = х %-- además Уу()-4(4:4-8)е = Yp 
= х 
siendo у,- 285 Ss y la solución general es: 
д х 


In x 


3 nx 


у=у +, es decir: у=сух A 


х х 


х2у!-2хуч2у-х! -2х-2 


Solución 


Sea х=е' => і-іпх además: 


2 2 d 
d АРТ. АРЕ А 


ы = 


de? dr? dt 





reemplazando en la ecuación diferencial dada se tiene 


2 Py 
ена 2-9) 26 е ay e” —2е' +2, simplificando 
1 1 
а?у 3% 2 
a (035 e” —2е' +2 entonces 1? -34+2=0 = Ai =l, 4, «2 
dt di 


у.) = се +00" > У, =сх+сзх? 


Y p (1) = Ate” + Ве! + С 
de donde y p(t) =te” +21e' +1 > ур =x" lnx+2lnxx+] entonces: 


| сыгуу. ajo deca? +(x2+2x)Inx+1 


2 


хэучху-у-х", |шіжі 


Solución 
Sea х=е' => ііпх además: 


e аңды dy 


а у ау 
ах Т” 


а?у ¿2 Y 4, 
dx? а? а 


Reemplazando еп la ecuación diferencial dada. 


dy Үк. 1 
Зэ y =e”” , simplificando se tiene: 
t 


а? ен, 
23 - y =e””, ecuación diferencial no homogénea. 
1 


142-1=0 => A =l, A,=-1 dedonde: 


343 


680) 
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"Үр 


ез 
у,() = се +e" => Уулсүхж-г 


ті х” 


е . = 
=> y, (1) = 2 entonces: у) = 5 
mt = 








ER ul 
те mil 


с; q” 
Por lo tanto; y=Y¿+)Y, ein: n 





х y"+4y'+2y =210* x+12x 


Solución 


Sea Х-е! => t=Inx además: 


2 
ep? (бу a gm © зу = 21? +12e' , simplificando 
d t 


2 
ША Өчү» 012 +12е = А +3А+2 =0 entonces: 
а? 4 
- -2r Ej хуй: 
A =-1, А = -2 dedonde: у, (1) = се +с;е > у, “ар”, 


у,() = 412 +Br+C+De' => у„йй=!°*—3:+7+2е' 


Ур = In?x-3Inx+7+2x y la solución general es: 


S С 2 
АУР арга АР х-310х+7+2х 


Бү 2С 
Por lo tanto: у= ++? x-3lnx+7+2x 
х х 





[ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE] 
COEFICIENTES VARIABLES. 


Las ecuaciones diferenciales de orden n, de coeficientes variables son de la forma: 


а"! 


шан ао) +а (ду- fx) 


а, Me 2 +a, E 
ах" 





Donde аџ(х),а(х),...,а, (х) y f(x) son funciones de variable real y continuas en un 


intervalo. Suponiendo que a, (x) +0 entonces se tiene: 


n-1 
at Зан: w2 Hb (ду = g(x) ... (0) 








La solución de la ecuación (о) es la suma de las soluciones particulares y la solución 
general de la ecuación homogénea correspondiente. 


Si se conoce una solución particular y, (x) de la ecuación. 


п n-1 
2,2 +h (x) Mi 
ах" ах"! 





к, 1002 +b,00y=0 09), 


Se puede rebajar el orden de esta ultima en una unidad (sin dejar de ser lineal), 
haciendo, donde 2 es una nueva función incógnita y poniendo después z'=u [se puede 
hacer directamente la sustitución]. 


Si se conoce un sistema fundamental de la ecuación homogénea correspondiente (1), la 
solución general de la ecuación no homogénea (0), se puede hallar mediante cuadráticas 
por el método de variación de las constantes. 


La solución general de la ecuación (1) tiene forma: 
Y =C Y +C2Y2 %..%с,у, ... (2) 


Donde c;,C>,...,C, son constantes arbitrarios. 


п 
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La solución particular de la ecuación (о) es: 
у= сү(х)уу +07 (X)y2 +...+с„(х)у„ .»» (В) 
Donde су (x),c7(x),..., €, (x) son funciones incógnita de x por determinarse. 
Para determinar las funciones incógnitas se forma el siguiente sistema: 
Sea сі(х)у, +07 (Х)уу +...+Cn (x)y, =0 


Entonces: 


ус! (х) + y,0) (дау, сі, (ху-0 


ус! (х) «уус! (х) + шу! (х) =0 


(D 


AO C (к) = /(х) 


de; (х) 
dx 





"ЭГЦ :5122 444) 


al resolver el sistema (Т) se tiene: 


donde: с,(х)- [ /,(х)ах , este resultado se sustituye en ( B). 

Veremos para una ecuación de segundo orden. 

y'"+P(x)y+Q(x)y = R(x) Donde у, уз esun sistema de soluciones. 

Luego la solución particular ев: у, =сү(х)уу +C2 (0) Y, donde сі(х) y ез (х) 


Son funciones por determinarse, para esto formaremos el sistema siguiente: 


ла кз =0 


de donde 
(жа (х)+ уђе} (х) = К(х) 
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Viya | 
Prado | | = y y) -У1У2 Entonces: 
Ур У2 


0 ы 
К(х) Y2 ил: -= К(х)у; 





с\(х) = ` = ZRO 
i Wiyi, y2] Wiyi, y2] Е пра = 
РА 
| К(х 
e! сун = yı R(x) : Р У1К(х) 
ы жир е Е ший 2682) 


Integrar las siguientes ecuaciones (У1.У:2) son soluciones particulares de la 
ecuación homogénea. 


681) х"у"-3х2узбху-бу-0, Y =x, у; -х2 


Solución 
x=e' => ішіпх además Mo 
dx dt 


2 2 
DY ¿a Y Ф а?у 2 EY dy? dy 
dx? а? а”! a 2 +2 


Reemplazando en la ecuación diferencial dada. 


а?у dy 


ee 302 5-3 24 2-4 E 
is Сат lr ей 


П а?у 
3 еі ы 
dt dt 


а?у 442 


а 
Эрт 5-9 --2-411-- T бу =0 , ecuación diferencial homogénea. 


3 2 
À -6À +114-6=0 > А =l, Аҙ -2, Аз =3 


= І 2 3 
У@) = се" +сзе“ +суе де donde у=сүх+сух+сух? 
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682) 


683) 


684) 


685) 
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2 үгэн : 5 
(х^ —1)у''= бу, y es un polinomio. 686) х?(ах-Бу'"-ху+у=0, y =x 


Solución 
Solución 


Como y, es una solución particular luego otra solución particular es y, = у|2 


donde z es una función incógnita que se encuentre derivando y reemplazando 
en la ecuación dada obteniéndose la solución general. 


У=у2 > y'= y lz+y,z => у! =ylz+2y!z+ yz" 
2 ' " 
юу x (пх-1)у!2-2уігжу,: )—xylz-xy,2+y,z =0 
y=C; (х? —x)+0,(6x? 4-1 MM) 
х- 2 

(х (шх-1)у} —ху| %у,)2%2х7(пх-1Ууігех (ах-1)ууг"-хууг-0 
Еп el mismo criterio se calcula los siguientes ejercicios. 
Уі es solución = х? (In x-1)y! - ху! + y, =0 
(2x+1)y""+(4x-2)y'-8y=0, y, =e™ 
2x* (Inx—D)y!z ex? (шх-1)у2-ху, 2-0 


Solución 
2 в " ' ; ; 
у= ce? +С (4х? T 1) 2x (Inx —1)2 +х? (nx -1)2 —х?2 -0 ! simplificando 
(2(1п1х—1)-1)2'+х(1п x-1)z"=0 j 
(x? -x)y''"+(2x-3)y'-2y=0, у es una fracción racional en cuyo аж е телуге 


dengminador figuran factores lineales (los divisores del coeficientes de y"). 2" 200х-1)-Ё 
ЧЕ. 


= 0), integrand 8 
7 ST g о se tiene 


Solución 


Sea y, =y,z de donde la solución general es: in 2+2 1n x—In(ln*=—1)=Inc entonces: 


2 
ее as. ENE c(Inx-1) 
Inx-1 30 





y =C,y, +C,y, de donde: y= “с, (2х—3) , Integrando se tiene: 
х 


їп 
(3х+х?)у'—6(1+ х)у'+бу=0, y, es un polinomio 2=e fa) = FERU 
x 


Solución 





у=суу,+с,2=сүх+с,›]пх 





Sea у, =уу2 1а otra solución particular donde z es la función incógnita d К : 
donde la solución general es: 687) | y'Hgx-2ctgx)y+2ctg"x.y=0, y, =senx 


y=ax +су(х+1)-х Solución 
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утіу = у'=у|т+уүг, у"су2%2у гун" 

y '+(tgx—2ctg х)у'+2с tg? ху-0 

yz + 2\ т'+у|2''+(ї(рх—-2с1в x)ylz+ (tgx-2ctg x)y, 2+2c tg? x.y, =0 
(у! + (tgx—2c tgx)! +2ctg? x.y, )2+ y 2"+(2y! +tgx-2ctgx)z'=0 
como y, es solución entonces: у! + (tg x—2ctg x) y! +2ctgx.y, =0 
de donde: уџ2' '+(2y! +(tgx-2ctg x)y,)7'=0 
sen x.z''+(2c0sx+tg xsen x — 2с1р x.sen х)2'= 0 


sen .2''+(2 cos x + tg х.ѕепх – 2с08х)2'= 0 


Z+1gx=0 > Inz'w+Insecx=Inc 


Фвесх-с => 2/-с08Х с> Z=SENX 


por lo tanto у, -У|2-вепхвепх la solución general es: 
у =сүвепх+с, sen? х 
y хуч cos? x.y=0, y, =cos(senx) 689) 


Solución 


y, =cos(senx) => 2 = – ѕеп(ѕеп х) cosx 
У=2у > у'=ту| +т'у\, у= у!т+2у\т'+у\ут' 


уїт+2у\т'+уүт'+ tg х.у|2+1рх.2' у, “сов? х.уү2 =0 





o! +tg ху! “сов? х.у )Z+ уүг''+2у\т'+ tg x.yız'=0 
como y, ев solución entonces: y! +18 ху! %совх.у) «0 


de donde уџ2' “Қ2у! +tgxy)7'=0 entonces: 


cos(sen x)z''+(-2sen(sen x).cos x + tg x.cos(sen х)2'= 0 


Ж -2cos x.tg(sen x)tgx=0 
2 


Іп z'+2 In(cos(sen x)) + 1n sec x = In c 
In z'.cos? (sen x).secz =1nc 


қ cosx 


0 - же 1+ cos(2 sen х), integrando 
cos” (sen х) 

225 | a = К tg(sen х) 
cos” (sen х) 


у=суу,+с›у» = сү cos(sen x) +c, cos(sen x).tg(sen х) 
Yı = сү сов(веп х)--с; sen(sen x) 
(1+х?)у'+ху—-у+1=0, Y =x 
Solución 
ут > у=зу|+туу, y = ylz+2ylzl +yz" 
(1-х Хургж2у! геу 2") ғат)! ғ2у))-2у) +1=0 
((1+x?)y! жау! -—у)+2+(1+х°?)(2у1т'+уут'')+хуүг'+1 =0 
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690) 
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Ке - 2 ы 
como y, es solución entonces se tiene: ((1+x »! Ан ху! -у)2%1-0 





691) 
de donde (1+x? хоу! 2%у,2")-ху,2 -0, simplificando 
(1+ x? )(22'+х2'')+х 22-0 entonces: 
(2+ 3x? )2'+х(1+ х? )2''= 0 , separando la variable 
Т 2 
Дан дк ә =0 entonces: 1Іп2%3х-агсрх-с 692) 
225231 
3x? 
2 = хагсір-41+х Ега entonces: 
| 3х? 
у= ерен (х2 агсірх-х 1+х? E 
1 
yaya y =5x*, y == 
693) 
Solución 


2 
ej (5-2. Kap -e e” Y -3y = 5e” 


, simplificando 
dt? dt dt 


2 
424 se > 12-24-3=0 > A =3, А =-1 
d? d 


Ш -t 2 лса 
У,() =c +e > Уулс 2 


t 


у, (0) = Ае“ >» y Ore = жаза 


лажы 
V Ул Hp С^, Бы 





(4х1-х)у"20х-і)у-4у-12х1-бх, y, = ! 
х 
Solución 


En forma similar que el ejercicio anterior se tiene: 


y=2y, obteniéndose: у=с (2х1) +2 4 1? 
х 


! ' 2х 3 
У'-у'+уе?* =xe* —1, y, =ѕепе" 


Solución 


y= +2 y, 25 у"= уїх+2у\ї+уүг' 


Sea уур => 
que reemplazando en la ecuación dada se tiene la solución general. 


У-у,%у, esdecir: y=x+c, cose” +c, sene” 


ү cos? x 
YAA лэн 
sen x 
Solución 
2 
Sea ши = СЕР de donde 
dx dx? dx 
dp 


= +tgx.p=ctgx.cosx ecuación lineal, cuya solución es: 


-tg хак а 
р=е је ШЫ “сір х.совхас +c], integrando 


paren | а. tg x.cosxdx +c] 


dv 


р = cos x[) ctgx.cosxsecxdr+c] => s = сов x[In(sen x)+ с] 
іх 
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695) х(х-і)у"-Ох-іІ)уч2у-х(2х-3), + y, =x? 


dy : 
--=c0s x.In(sen x)+c.cosx integrando: x 
Solución 


х 
Sea y=y2 "=> Y=ylz+z y, у"= y 242 y геу" 


у= [ (соз x.In(sen x)+c.cosx)dx+k entonces: 
у =c.sen x +sen x.In(sen x)+ k х(х —1)(у!2+ 2y 2+y,2"")-(2x-D( 24 2'y,)+2y,z =x*(2x-3) 
694) (хээ) у'+3(х + 2)? у'+(х +1) y =61n(x +1) (х(х—1)у! — (2х Dy! +2 y,)2+2x(x—D) yl Zex(x-1)y 2 - 
Solución (2x-1)z' y, =x?(2x-3) 
como y, es solución entonces se tiene: 


Sea x+l=e => t=In(x+1) 


(x(x-Dy!-(2x=Dy! -2у,)-х2(2х-3)х 


d pd ау y dy 4 
ж? 44-4 di 





> 


dx 4” ах? а? 
х? (2х—3)2+ 2х(х—1)у\ 2+х(х—1)уү2''—(2х—1)2' y, = х? (2х--3) 


reemplazando en la ecuación dada. 
х? (2x—3)z + 2x(x —1)2xz'+x(x —1)x ^z" (2x —1)x?z'= x? (2x3) 


pen EE o Та, 5 +e' у = 6t , simplificando 
t 


de ai 
хӯ(х 1) FA -4х2-2х3 + izaA (2х=8)к=х^ (2x3) 
dy dý t 2 С өн 
) +2—+ y = бге d => À +24+1=0 => A=-1 de multiplicidad 23 x? (x—1)2''+2x? (2x —3)z'+x? (2x-3)z = x? (2х-3) 





dt? dt 
2 сішх +1) хх-1)2(2х-3)2%(2х-3)2 -(2х-3) 
у.) = се" сие” => у, гый йр 
с: зге» resolviendo la ecuación se obtiene que: 


i Y =C1Yyı +с›2уу + Ур de donde al sustituir se tiene la solución general: 


y, (1) =:*(Аг+ Ве = y, (0) =1е7 
ШЕ. 2 
y =x" +сүх° жс;(2х-1) 


3, 
= way de donde la solución general es: 


51 
Una cadena de бт. de longitud se desliza desde una mesa sin rozamiento. Si el 


movimiento comienza desde el momento en que cuelga 1m. de la cadena. 
Cuanto tiempo tardara en deslizarse toda la cadena. 


Ур 
696) 


? Cite In(x+1)+1n? (x+1) 
= 7 = 
жыт х+] 





355 


354 





Solución 


е = 8 у? + с integrando у reemplazando sus valores se tiene: 
1 


— 


Тез ы In(6+-/35)seg 
Ve 


697) Hallar la ecuación del movimiento de un punto sabiendo que la dependencia a 
la aceleración del tiempo se expresa por la formula a = 1.2 t, si para t 50, la 
distancia в = 0 y parat= 5 la distancia в = 20 








Solución 
а 
5-0 485 
с o as ARTES LE 
ж---5---» 
М 
бт.,М > 1-0 > =lm > М,-(--)у 2 
ч. > ái жы а=121 э Fea E fi2rdrro 
M di di 
W, =m,8 = бу? y donde y es la longitud del trazo de la cadena que cuelga. 
T 920612 өс = s=0.2+ct+k parat=0, s=0 
W, -T=m,a ) s (1) 
entonces: k=0 => 5-02/3 +c1 para 1= 5,5= 20 
= ... 2 , 
T тна ( ) W, 
| entonces: 20=25.5+5с dedonde c=-1 porlo tanto: s=0.21? -t 
W, -mya=m,a 


698) Un cuerpo de masa m se desliza sobre un plano horizontal a causa de la acción 
de un golpe que ha originado una velocidad inicial V. Sobre el cuerpo actúa la 
fuerza de rozamiento igual a — Km. Hallar la distancia que es capaz de recorrer 


І cuerpo. 
M M 5 
Сото W, = (—)у > Ма= —& у 
L L Solución 
d? 
а-(Әу + 2-8, Нэн Va t у 
L А TE ом ы 22.22.22. кли, ул 
0 Х 
4у #2 F=.km=ma => a=-k de donde dEl 
Como Гус = (Еу сэ AGA EL вь аг? Р 
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699) 


358 


2 
Entonces: AO > v=-kt+c 
а dt? 


700) 


Рага t=0, у-У) => C=V 
гж т 
v=-kt+v => М ўрга > у-0 > le 
1 


Ж vo/k 
— = -k+v > xa | kt + vo )dt 
2 0 уг 0) 


2 ус? 


kt 
x= EA 





0 


Un punto material de masa т = 1 se mueve por una recta acercándose a un 
centro por el cual es repelido con una fuerza igual a kx (x es la distancia del 


punto al centro) parat=0,x=a, z = ka . Hallar la ley del movimiento. 
Solución 


0 у i 


«+ a a 
pa p 


хо =%,. = además xk?x = та 
х д 
-—=k*x рагат 1 е tiene: 


т 
а? 


E => а => а а е 





Integrando y reemplazando los datos se tiene: х = ае“ 


Empleando el método de variación de las constantes integrar las siguientes 
ecuaciones. 








4 -p 
д ж» сов 2х 


Solución 
21%4-0 => 4 =2i, 4¿=-2i => y¿=c,c0s2x+c,sen2x 


La solución general de la ecuación diferencial dada es: 
y=C,(x)co0s2x+c,(x)sen2x donde c,(x), с (х) 


son funciones incógnitas de x, para hallarlas formamos el sistema: 


[cos 2х! (х) +sen 2563 (х) = 0 





| -2веп 256) (x)+2cos 26) (:0):5 
cos 2x 


resolviendo el sistema se tiene: 


0 sen 2x 





| cos2x 2со52х 
e; (х) ш----------------- 
сов2х sen 2x 





sen 2x.sec 2x 
2 








-2веп2х 2сов2х 


сү(х) = - [зеп 2x.sec 2x dx = a 


cos 2x 0 





—2веп2х 





с\ (х) = cos 2х + 


1 х 
— entonces: с›(х)=—+с 
2cos? 2x+2sen* 2x 2 0) peg 


y оледі IA 2x(G +03) 
s2x.1 2 
por lo tanto: y s PA, уве 2х +су сов2х + с) sen 2х 
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701) 


360 







y'+y=tg х 702) 
Solución 
А?+1=0 => Д =, 2)т-і dedonde у, =C|COSx+C, ѕепх 


La solución general de la ecuación diferencial dada es: 


y =cC,(x)cosx+c,(x)senx donde c,(x), с: (х), son funciones incógnit 
de x, para hallarlas, formamos el sistema: 


0 sen 
tg? х cosx 


cosx seny 





c! (x)= =-tg? x.senx 








-вепх cosx 
с|(х) = | -1g? x.sen х dx = | = (sec? x-—1)sen хах) 
c (x) = - | (tgx.secx-sen x) dx = —весх -cosx+c, 


cosx 0 
—sen x tg? 


| cosx зеп 





сі, (х) = =C0S x. tg? х 


-вепх сов 


ca (x)= -[? X.COS Xx dx = f (sec x- cosx) ax 
c, (х) = Inftg(Ž + 2)]-sen x+C) 
4 2 
л х 
у= (-весх –совх+с;)совх+ (In[tg(-+)]—sen 640) sen 


2 


у =c; COS x с; Sen x+sen хїйс, ы ё 


" 


У-у-- 
х 





Solución 
А?-1=0 > А =1, A, =-1 dedonde y, =cje*+c,e", 
la solución general de la ecuación diferencial dada es: 


х 


у= сү(х)е* +с,(х)е *, donde c,(x), с›(х) 


son funciones incógnitas de x, para hallar las formamos el sistema. 


22 (х) + ёс (х)=0 
2е* 





ес! (х) БЕСЕ 














елең 
0 ету 
ЭЕ. y 2 
| e*-] 77 Буг 1 
|(хХ)=—————=———= 
жч 2 е:-1 
et -e* 























e 
е* 2е* 
х 
ty E E р у 5 
e 2 e 
je” 
22 
estr) =-[ < = f(e" +14 )4х 
6 е*-1 e*-1 
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су(х)= “е +x+In(e* —1)-х)+с› 
ca (x) =e* —In(e* —1)+с, 
у= (е —In(e* —1)+c,)senx+(In(e* —1) —x)c,) cosx 


~ У-сусовх%сзепх-(е” +1п(е* —1)sen x+(In(e? -1)-х)совх 





Solución 





12-1-0 > 4=0, А =1 dedonde у, =c,+cze* 

y la solución general de la ecuación diferencial dada es: 

y =0c,(x)+c,(x)e*, donde c,(x), с;(х) 

son funciones incógnitas, para hallarlas formaremos el sistema: 


cl (х) ес, ку=о 





Ос!(х)+е*сь(х) = 











e? +1 
0 е 
1 - e 
Ё 2 r 
| е* +1 146 AL 
NS RA A 
1 е” е і+е 
| 
0 е 





с|(х) = Jl =1п(е* +1)-x+c; 
1+e* 


704) 














с; x)= = 
: ү ез e*íe* +1) 
0 е" 
ах ахлах 
с(ху------т--- 


(е1) еб ені 
l : 
сз (х) = – —+1щ(е ASC) 
e 


к; y =C2 sen x + (In(e* +1)-e* -х)вепх4с) cos x+(In(e* 41)-х)совх 


1 


Уу = а 
sen” Х.С08Х 


Solución 
А?+1=0 > A =i, А =-i dedonde у, =C,cosx+c,senx 
y la solución general de la ecuación diferencial dada es: 


y =C,(x)cosx+c,(x)senx donde сү(х), c,(x) son funciones incógnitas 
de x, para hallarlas formaremos el sistema si guiente: 


cos хе! (х) + sen хе) (х)=0 
1 


Чвеп? Х.С05Х 


|- sen хо! (х) + сов xel (x)= 








0 sen 
1 
TT cos 
| sen” x.cosx sen x 1 
су(х) = = ий 
аи х Р 5 » 3 
БУ те 4 sen” xcosx 4 sen” хсовх 
-вепх cosx 
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йе. бейт TA 























с|(х) ==] 1 
«(sen х.совх 
сов x E 
—sen х 
| 12222 увел? хоовх! x.cos x cosx 
Е т ТТТ ТТГ =- 
cosx senx sen? xcosx 
-вепх cosx 
cos x dx sec хф | 2 
А” = НЭЭ +, 
ББС 3 
sen” х.со5х үш х ЁС" х 
Ур = COS х(2./сївх+ с, ) +sen x(—3===+C7) 
34 үш: х 
2 sen х 
EA COS ч”, sen x + 2 cos x./[c tg x + 
| 3 
эг х 


Хас ЭШИГИНЕ 2 N 
шин (cos 239% 2 
Solución 


А?+1=0 => 141, A, =-i де donde: 


Yg 


es: y=C,(x)cosx+c,(x)senx donde с((Х), ca(x) son funcione 


incógnita de x, para hallar formaremos el sistema siguiente: 


cos xc! (x)+ sen хє) (х) -0 


1 
-sen x.cl (х) +соѕ хс (х) = 


1 
(соѕ 2х)% 


= су cosx+c, ѕепх, y la solución general de la ecuación diferencial dada 


106) 


| 0 sen х 























A a СОЗ 
ШЕ R (cos 2x) __  senx : 4 
cosx senx 0 (cos 2х)32 integrando 
-зепх cosx 
ех) [ sen x dx cosx 
VA) = -| A AAA + 
(cos 2х)3'? y cos2x 
cosx 0 
1 
-вепх 
(сов2х)2 cosx Р 
с (х) = = 377 » Integrando 
cosx беп) (cos 2х)?'? 
-56пХ совх 
совх senx 
с›(х)= 25 =- 
(cos 2х) ycos2x 
Р cosx |, Т sen x ) 
=(--= +c] x == +c; )senx 
4со8 2x сов 2х 4 
у= су совх “с; бепх--/сов2х 
қ 2? аа 
yyy +2y= х AE 6 
x 
Solución 
А -24 -4+2=0 => А=-1, 4 =l, 4 =2 


ТЭ гж ES 2х se ВА 5 3 
Yg =сүе +сзе +сзе” y la solución general de la ecuación diferencial 


dada es: y =c (x)e™ +c,(x)e* +c3(x)e™ donde cı (x), со (х), сз (х) 


son funciones incógnitas еп х, para hallarlas formaremos el sistema. 


365 


їопапо.пе! 


366 


е н +е "ol (х) ке с Қ, 
=e * с((х)-е” су(х)+ 2е 220) ене 


| 2х? +x* -4x-6 
ес! (х)+е"с! (x)+ 4e” CO ER adi 
| 2 к 


W -і-ез ех 2e%*|=6e* 
е х е” де?* 


28-13 2550) 1 





үү? 

сі(х)-е Ч 4 бел: 
М2 гд х 627 

ol (e) =- ELE integrar 


6 Ж 


2х9+х*-4х-6, 1 
сь (х) =3e* СТ геа Сі entonces: 





2x7 +x?-4x-6 





с (х) = 28 integrar: 
Jx’ +x?—4x-6 1 , 
E tonces: 
Сх) = 2( х“ = gnto , 
3 2 
+x“-4x-6 , 
с, (х) = су" integrar 
e 


de donde la solución se tiene: 


1 

z -А 2ө2Х ae 

Р жәе +се + 
у= сае 1 С х 








707) үсэн 
sen” x.cos* х 





Solución 

А241-0 > À =i, А =-1 de donde: 

Ус =C, COSX+C,SENX, y la solución general de la ecuación diferencial dada 
es: y=C,(x)cosx+cz(x)senx donde с|(х), с,(х) son funciones 
incógnita de x, para hallarlas formaremos el sistema. 


cos хо! (х) + sen хс} (х)=0 








1 
—sen xe! (x)+cos xc, = > Р 
зеп х.соѕ х 
0 sen х 
1 
+= 008 
| sen х.сов° х sen x 1 
сү(х)у=————————=--——————=-——— 
cosx senx беп” x.cos? х /sen* x.cos? х 
-вепх cosx 
sen x dx csc csc? xdx 
cı (x) = -| === = ==- 
шш хо у X.COS” x лах х 


c¡(x)=33/ctgx+c, entonces: 





cosx 0 
1 
“Seny | 
32357 8 
| sen х.соѕ x cos x 
с;(х)= A 
cosx sen sen? х.сов° х 
-вепх cosx 
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cos x dx dx 


m= | 7 х | ГТ 8 
Мсеп” x.cost х ” tgxAjsen' х.сов x 








2 

sec” x dx 3 

estay | > AA 
хрх 4tg x 


A у=сүсовх+с; яагаа шин 


х 























ЦЭ) +у=— 
708) у-2у%у Ж 
Solución 
22-24%1-0 => 4-1 de multiplicidad 2. 
Yg = се" +c,xe*, y la solución general es: 
у= с(х)е* +cz(x)xe* donde ci(x), c,(x) son funciones incógnita de X, 
para hallarlas formaremos el sistema. 
езе! (х)+ xe*c) (х) = 0 
х х Ге ш» 
е*су(х)+е (х+1)с, (х) = м 
0 хе" : 
х ЗА; х 
- e*(x+1) ЭЭ 
| х? +1 шаг... 
сбх) = х хе" е?* х? 
ех e*(x+1) 
E : 2-1) -с 
сү(х - [22 > сі/(х)---ішх +1)+c; 
1( ) х? +1 2 
368 


E 


, integrando 





709) 


c} (х) = 





% 





=> 


е: 


Е 


x 


y +2y+2y = 


0 


е“ 





el 





1 А 
= 73 — » Integrando 
xe* | хо 


e (x+1) 


сз (х) = [ег = c,(x)=arctgx+c, 
x 


y =e*(-Inyx? +1+c,)+xe* (arctgx+c,) 
y =e* (-Inyx? +1+c, )+xe* (arctg x+c3) 


® у=е*(- шух? +1+c, +xarctgx+ xc ) 





е" senx 
Solución 


А?+2А+2=0 => А =-1+і dedonde у, =ce *cosx+ce * senx 


la solución general de la ecuación dada es: 





у= с\|(х)е * cosx+c,(x)e”* senx, donde сү(х), cz(x) son funciones 
incógnita de x, para hallarlas formaremos el sistema. 
|е" cos xe! (х)+е * sen хе) (х)=0 
| е (cos x+sen хус! (х)-е “(совх-зеп хус! (x) = 2 
е" senx 


Resolviendo el sistema y reemplazando se obtiene la solución general. 


y = (су —x)e™ cosx + (c, +In(senx)e * sen х 
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711) 


370 


у'-у'= е“ cose” 
Solución 


E y=c,+c,e* y la solución 


> 4¡=0, А, =1 de donde 
general de la ecuación diferencial dada es: 

y =c (x)+c,(x)e*, donde. су(х), с; (x) son funciones incógnitas de X, 
para hallarlas formamos el sistema. 

fici (x)+ eto) (х)=0 


|Oc! (х) -е"с;(х)- е?" cose” 


resolviendo el sistema se tiene la solución general: у = се" +c, –соѕе ў 


ТР ' 1 
а р 
X 


Solución 
А?+А=0 => A =0, А›=-1 dedonde y=c,+cze * 
y la solución general de la ecuación diferencial dada es: 
у=сү(х)+с›(х)е *, donde c,(x), cz(x) son funciones incógnitas de х, 


para hallarlas formamos el sistema. 


el (1) + ec) (х) =0 





| › por la regla de Cramer 
(04 (x)-e*c) (x)= = 


resolviendo el sistema se tiene la solución general. 


5 
А ара 

=c, +ce *+е *| —dx-In|x|] 
ARA k 


712) 


713) 





y +3y+2y= -4-ү 
+1) 
Solución 
А +34+2=0 => 4 =-1, A --2, у=сүе *+с;е " 
y la solución general de la ecuación diferencial es: 
y=0,(x)e* +c,(x)e?", donde сі(х), с, (х) 
son funciones incógnitas де х, para hallarlas se forma el sistema. 
е”“сі(х) +e el (х)-0 


eel (х)- 267252 бін ; x ,рог1а герја de Cramer 
х 





+1)? 
: / 2 
resolviendo el sistema se tiene: у= се" + сез” 2 ты! e” 
x+1 
у"“жу Үг" 1 
p 


Solución 
22%1-0 > A =i, A, =-1 dedonde: y=c,cosx+c, ѕепх 
y la solución general de la ecuación diferencial dada es: 
y =C,(x)cosx+c,(x)senx, donde c,(x), c,(x) son funciones incógnitas 


de x, para hallarlas se forma el sistema. 


cos хе! (х) + sen xel (x)=0 


—веп хе! (х) + сов хе} (х) = ы ‚ рог la regla de Cramer, 
х 


resolviendo el sistema se tiene: 








Ё cosx 
Ус COSX+C) senx=cosxf ax=senx| 2 dy 
х 54 
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715) 


372 


ху'—(1+2х?)у'= Axe” 


Solución 


Sea у= р > у"- Р reemplazando en la ecuación diferencial dada 


116) 


х _(1+2х?)р = 45е" > PL зэр = 4x2e*” ecuación lineal 
dx ах х 
1 1 
[rajar г [-(—+2х)& 
р=е f х е pi 4хе” de+c], integrando 


2 = хе" [[4х&с+с] = 2 = xe” [2x? +c] 


dy = xe” (2x? +c) integrando por partes se tiene: 


2 2 
уде” +(x?-1)e" +0, 


у"-21 х.У-1 
Solución 
: „_ Ф dp 
=p > '=— reemplazando ---21 х.р-1 
асыр у 2 р 25 вх.р 
„Ш тя - 218 x.dx е f-2tgx.dx 
ecuación lineal р-е [ ] e? dx+c] 717) 


= el Zias») de +с] entonces: 
p= sec? х [ cos? хах+ с] entonces: 


Фр х(с-+зеп хсовх+д) 


х 2 2 
— = y có x+tgx+c, sec” х integrando se tiene: 


1 
y=C; Тэх 


xInx.y""-y'=1n? x 


Solución 
а а 
vap => pa reemplazando xinx E- р-їш х 
ах ах 
4 
A ТЕЕ р = ЖА ecuación lineal cuya solución es: 
dx хіпх 


ах + сү], efectuando la integración 


EE fp 
p=e ще хіпх lnx 
х 


4 Inx 
р-е" 9 |, taln х) 3 dx+0c,] 


dy 


57 In x(Inx+c,) integrando se tiene: 


y=C; (Inx—1)x +x(In? х-21ах-2)4с, 
ху!-(2х-1)у--4х2 


Solución 


4) 
у'=р > у"= 2 reemplazando en la ecuación diferencial dada 


а 
х Р +(2х-1)р =-4x? de donde Eo Му =—4х 
dx dx Xx 
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cionario.net 
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Ёол, [aya Га-ож 
ecuació: lineal р-е 5 Ц е х  (Axjdx+c,] 
р = хе “сс > p=xe "[2e*” +c] 


dy 2x х 


: ТЕН 2 
=-2x+c,xe “7 integrando tenemos: y=c,(x+ 27 ті tc 


(х-1)у"”-ху+у =(х-1)?е*, y =e* 
Solución 


Sea (x-—1)y"-xy+y=0 de donde у-у,2 siendo z una función р 


determinarse es decir. y = уј2 => y'=y|z+y,2 = у= yz+2ylz+ yz" 
(х —1)(у!2+ 2у\2'+у, E) -x(y!z+ yız')+yız=0 

(ху ху жу)2%(х-1)2у2%у2”)-хуг-0 

como y, es solución entonces: (х—1)у! -ху! + y, =0 de donde 
(х-1)(2у12'+у2'')-хуүт'=0 

(х-1)(2е*:2'+е*:2'')-хе*:'=0 => (х-1)22%2")-хг-0 
(с-1)2"-2х2-22-х2-0 => (х-1)2''+(х-2)2'=0 


entonces: A 80 > Inz'=In(x-1)-x+c, 
2 b í 


entonces: Zz=-ce™ = y,=-cx entonces: 


Yg =C1Y1 +с;у; =сүе* +c)x у mediante variación de las constantes | 


encuentra la solución general es decir: 


48 
ушее” a тэн! 






719) 


120) 


3х Ж 


узузе “уе, уу -сове” 
Solución 
Sea y=yz => y=ylz+ yz, у= ylz+2y l24+y,2" 


Reemplazando en la ecuación dada se tiene: 

Azar 2у\г'+ууг''+у|2+ y ze” уус =0 

Ol + y же уудал y 242 y 24 y,2'=0 

como y, ев solución entonces se tiene: у! + 2) жет y, = 0 de donde 
y 7 +2y 24 2=0 > y! =e™ sene”* 

сове *.z""+(2e”* sene * +cose )2-0 


T 2e 
z 


x 


tge *+1=0_integrando:; 


2 


х 


Inz+2lncose*+x=0 => Ilnz'.coste* =-x entonces: 


2 


Z=e *.secte”* 


ез > x=tge* 


х х 


Luego у;-у,2-сове * іре" =sene” 


E Р ИЖЕ : 
Yg =c; cose” +c, sene * у por variación de las constantes se tiene la 


solución general: 


y=c cose ™ +c, sene” +e* 


30 


1 = 


ӨМ -хЭууч(2х7-2х2 -х)у-ут 
х 
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Solución 
Para (х“ –х?)у"+(2х° 284 -х)у-у-0 
y=yz > уугуул, у"=у!т+2у\г'+у\2' 
(xí -x° y(y!z+2y!z'+ yz") + (2x? аур -x)(y!z+ y 7 )-= y 2=0 
((““ Эуе уу, +(2х° 25? -хуу| сут (ж, -х”Х2угг-уу2!)» 

Қосы 22x*-x)y, 8 

como y, es solución entonces se tiene: 
(х“ -х3)у! +(2х° Ear -хуу| - y, =0 de donde: 


(х* -x7 (2y! z'+ yiz") + (2х° q? -х)уүуг-0 
215222 2 Je 2 0 
x (х -x)(-—x'+ =z" )+(2x" -2x-1)2= 
х? х 
-2(х? = x)z'+xz" (x -х)%(2х? -2x-1)2'=0 entonces: 


х(х?-х)г'-'=0 > =-= 


Dl US | 
als 36 de == + HADAS 
Inz Ї ж са 3 


2 2424 
шд а Жы АЕ ы 
Xx х-1 
in 4% N. > gua р integrando 2=е!!*х 
x-1 х х 





7 с: 
Уз =y2=e '* dedonde у, = се!" +22 
Y Yg 5 


y la solución general de la ecuación diferencial por medio de variación de las 
constantes. Se tiene: 


1 с; 


7 Inx 
y=qe а-ы 


х 


En los problemas que siguen se indica el sistema fundamental de soluciones Уг» 
y, de la ecuación homogénea correspondiente. 


721) | (cosx—senx)y'"+2sen x.y'(senx+c08x)y =e* (cosx—senx)?, у еу, 
Уз =senx. 


Solución 
La ecuación diferencial escribiremos en la forma: 


2 sen х |, SENX+COSX 
cos x—senx 


y 


ул у-е”(совх-вепх) 


совх-вепх” 


La solución general de la ecuación dada es: 


y =C1(x)y, %с(х)у;, donde c,(x), cz(x) son funciones incógnitas de х 
por determinarse. 


0 sen 


i 

бу Ж 

е (cosx-senx) cos  —e* senx(cosx-sen x) 
ез вепх 
e” cos 

| 


С = –ѕепх => сі(х)-совх-с) 





сұл 





е“(совх-веп x) 





е” 0 


ех e*(cosx-—senx) 








e?* (cos x-sen x) 


e` (cos x—sen x) 
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с =e" = с,(х)=е* +c, reemplazando en la solución general 
y =(cosx+c,)e? +(e* +c,)senx 
у= се" жс; senx+e” (cos x +sen x) 


y 


xy"-y-4x ye lre a, y =e% , Узе. 






Solución 


ж у-4х?у = І6х2е' , La solución general es: 
5% 


ута(ху, жс;(0);) > у= eve, (x) +0" с, (х) --(1) 


хан =x? | z 
e” сү(х)+е с,(х)-0 


2хе* cl (x) reti с, (х)-16х:е" 








0 е” 
I(x) без —2хе | аних и 
С) = A эт сс 
! pr ar -4х 
2 2 
2xe? -2xe * 














е* 0 
: 
| “Xe 16х?е* 16х2е2* 23 
с.(ХУ-----------------4хе 
: - = -4х 
е 








2 А 2 2. 
с (х) = de”. => с,(х)- е?" +c,, reemplazando en la solución general 
2 т^ 2x? = 
у= (2х5 +0c,)e” ti-e meN 


2 AS 3 1 
у=сүе* +c,€ * 4(2х7-1)е" 





1 0 3 2. Л =x? 
ху —у'-4х?у =16х?е* = =ё* ‚уу=е a 


Solución 


Та. ЕС Е \ 
y YA A ‚ La solución general es: 


у=сү(х)уу+с;(х)уу => y=e alar с (х)... (0) 


х? | =x? | №, 
е ci(x)+e ” с, (х) =0 


2xe" сі (х)- 2хе с, (х) =1 6xle" 


























0 ¿Y | 
І6х2е! -2х675| 1642 
90) = == - =н 
е” e™ -4x 
2хе" 2x0" 
cl(1)=4x = с (x)=2x +c 
e” 0 
2 
2xe" 16x%e* 16х 1625 
с; OSTE Ta a асар арым -4хе?* 
е" er -4х 
2хе*^ - Эхе” 








| Ё 24? 2? sa 
c, (x) = 4xe => C¿(x)=e"" +c, reemplazando еп la solución general 
102 2 х 235 л? 
у=(2х° “се” +(-e* +c,)e 
2 26| 3 
ау сеа сце" 4(257-1)6" 
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723) 


380 


rex loo) y Ha? шх)у-4х-40ул(1-хїах) 5, ур=е*, y, =Inx 


Solución 
с Е ж 81 ‚_ (—х1пх)е* 
х(1-хіпх) 4 х(1-хіпх) х 


La solución de la ecuación diferencial es: 
у= с(х)у +6: (х)уз =e*c, (x) +n хе; (х) 


e RE LN 

l-xlnx , 

---е 
% 





е "d+ сь) = 





0 1п 
1-хшх , 1 ЖЕ сте 
тош сны -------6 lnx 
2 x xX 


с|(х) = = 


e? Inx 





=-—Inx 





кю. ИИ 
% 








х 


cl(x)=-Inx > Cci(x)=-xInx+x+C; 








х 
е 
1-хіпх 1-хіпх 
е е^ ез 
| -3 х È- X Ж, 
с ЭЭ + 1 556 
е е е*(——1пх) 
х 
е^ — 
х 


с) (х) =е" = с,(х) =е* +c, reemplazando en la solución general 
y =(=xInx+x+c,)e* +(e* +c,)Inx 


г. y=cje"+c, Inx+(1+x-xInx)e* 


724) 





а(х? +х)) і = 24{х? + х 


И, =. а, л, ч 


Solución 
‚„_Ох+1) 1 1 
E AMA V = ——_—___ 
155 +x) тана” +x) E :2 


La solución de la ecuación diferencial es: 


y =c (x)yı +c,(x)y7 de donde у= хс (х) +/х +1с› (х) 


formando el sistema: 


ны (х) -АХ- 1с! 2(х)-0 


сі (х) += 


todo 


0 Áx +1 
2122 Т 1 
дууг A ин. эсэх чы 
Ух 4х-1 à 1 - 
1 1 


ша „ШИР 2x? +x 
24%. АІ 


с(х)-4х41 > a) 


— — 2х? +x 
2-/х 24х:1 
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2 2 
с (1) = -үх+1 ->с;(х)- 5 үг” +c, , reemplazando en la solución 


2 t 
v=o?” +0 Wx + (с; (a+ 1) 2 +1 
г 3 


2 2 
А у= сүх +++ dl -E+ 


cos x.y''— sen x COs х.у'—у = ѕепх, Yo = Ml =1; у =secx, уз =tgx 
Solución 
y —1Bgxy- sec? x.y = ір х.ѕесх 
La solución де la ecuación diferencial dada es: 726) 
y =c, (x)y, + су(х)у; 68 decir: 
y = вес xc (x)+tgx.c, (x), calculando los c(x), с›(х), 


y А | [sec xel (ж) +18 хсу(х)50 
se tiene el sistema: | | ты” ) 
весх.ірхеі(х)“-весхс,(х) = 1р x.sec 




















0 tgx 
їр x.sec x sec? x tg? х.весх 2 
А 2 -----------------ір х 
c (x) 
sec x tgx ѕесх 
sec x.tgx sec? x 
e! (x)=-tg? x = &(x)=x-tgx+c 
secx 0 
2 
Лех tg x.Sec x SGE” A 
c! L mal 224 de мб р лава =1g x.sec x 
5 sec x tg x | sec x 





ФА 2.) 
secx.tgx sec” xi 





c! (x)= tg x.secx >  Cz(x)=secx+c) 

y =(x-tgx+c,)secx+(secx+c»,)tg x 

У = хѕесх+су весх-с; tgx, рага x=0, y=1 => 1-с, 
y = xsec x +sec x +c, tg х, derivando tenemos: 

Y'=SEC X+ XSECX.tg х+зесх.1р х+с„ Sec? х 

para x=0, у'=1 => 1=1+0+с, > c,=0 


х+1 
cosx 





por lo tanto: y =xsecx+secx = 


sen x.y” +2 c05x.y'—sen x.y = 2 cos 2x 


x 1 








л =l, z =0, = ‚ Уз = 
Arz мық р! senx' *? зепх 
Solución 


> * cos2x 
y “+ctgx.y-y=2 





, cuya solución general es: 
sen x 


Yy = с(х)у +c,(x)y,, reemplazando el y,, y el y, se tiene: 





clx), donde с((х), с›(х) ` 





1 
= -cı (x) + 
sen x 


sen x 


se calcula formando el sistema de ecuaciones: 





cl (+ ol (х) =0 
sen x senx 


1-xctgx сірх 2соѕ 2х 
PE el (х)- 87 2 (х) = 
ѕеп х қ 





sen х 
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0 
sen x 
2cos2x сірх 
da= drena 5х1 кесі „ш, 
| х 1 -1 
sen x senx 
l-xctgx _ctgx 
senx sen х 


cl (x) =2соѕ2х => c¡(x)=sen2x+k, 











5 0 
sen x 
1-хсірх 2cos2x| 2хсов2Х 
|, у_| senx senx | _ ѕеп2 х „__ 2ХС052х 
Жə» 1 -1 sen? x 
sen x sen х 
l-xctgx СїХ 
sen x sen х 
2хсов2х 
с\(х)=-—^=—у——=2х-2лс!в°х 
sen” x 


с (х) = х? +2хс tgx+x? —21n(sen х) +; 
сз (х) = 2х? +2xc tgx-2In(sen x) +; 


1 
sen x 





y= E (sen2x+k,)+ (2x? +2x.ctg x.2In(sen х) 482) 
sen x 


para жя ,у=1, у'=0 setiene: y=senx 
727) 4ху'ч2у+у=1, lim y=1, y =sendkx, уз =cos lx 
y>+0 


Solución 


384 





" 1 , 1 











1 = 
y+ 23 уэ ДЭР - ял la solución general ев: 


у= (х)у +c,(x)y2 de donde al reemplazar se tiene: 


y =sen Ух £i (x)+ cos Ух Сз (х), рага calcular с (х), с;(х) se forma el 
sistema de ecuaciones siguiente: 


sen Vx! (x)+ cos Мс) (х) =0 


























2-/х 


у= (зеп-/х +) 


onario.net 





‚ por la regla de Cram 
cos /х а бу? зеп Ух el (Hs р Б ег 
2-/х 2/х 4х 
| 0 соз-/х_ 
1 _ зеп yx сов-/х 
зеп /x cos /x_ ` L 2-Їх 
cos үх _ sen Ах 2-/х 
2./х 24/х | 
el (x)= ee => Cc (x)=sen/x+k, 
[sen Ус 0 
©овајх ulil ша) 
ТӨНЕ ЕШ. 
|веп х/х сов-/х зул,” 24/х 
cos/x _senyx 2x 
24x 24x 
E SEA сз (х) = cosy x +, 


sen /x + (cos /x +Ё›) соз-/х , de donde: 
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728) 


729) 
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y=1+c, ѕеп үх %сҙ cos /x , de las condiciones se tiene: 


lim y=1 => с=с =0 porlotanto: у=! 


x-—>+00 








ayyy 23, lim ус! 
х 1440 
Solución 
6+x 1 1 6+x 
Axy"+2y'+y=—=— , dedonde y + = yA YF 
ху +2у+у az e do 87 эх” 467 42 


Como la solución ев  y=c,(x)y,+c2(x)y2, al calcular сі(х), с;(х) 


tomamos lim у=1 obteniéndose la solución: y = — 
X= +00 . х 











Za ' 1 ы” Е 
(1+ х )у +2ху'= EE > Ота” Т Уер =0 
Solución 
y + 2 Ж... sea у=р > EY 
үз UR d? dx 
de donde: Ф. 2 €... ecuación lineal, cuya solución es: 
ах ізх” (1-х”) 


жет (25 dx 
ша Це іл? 2838 же), efectuando las integrales 


p=e 
(1+1?) 


Шаа Га ах “л 
dx 





(1+x?)? 
dy 1 arctg х g 
та MES (arctg x+c) = ==>7* 35 
dx х? ы ехе 1+x? 


730) 





para х-0, y=0 => 0-с 





dy агїшх arct 
Z = 5 в р 
ах |+х 
1 2 2 
; л л л 
como lim у--- е E 2: a 
13 554 z 8 = 8 +k =» k=0 
por lo tanto: у= E 


(1-х) у+ху-у = (х-1)?е*, Ае у=0, маз! IA булж: ед 


Solución 


1 1 
У"----у------(х- е”, la solución general es: 


y =су(х)у, %с;(х)уу; де donde c,(x), с,(х) se calcula mediante el 


sistema de ecuaciones siguientes: 
[х.с! (x)+e* 2, (x) =0 


, por la de С 
cl (x)-e* cl (х) = —(х-1)е* р regla de Cramer 








0 е: 

ДЕБЕ жей е?“ (x-1) Т. 
х “е* e*(x-1) 4 
Же? 








cl(x)=e" => q(x)=e* +k; 








x 0 
cl (x)= 1 -(x-De* A -1)e* 279 
ES e*(x-1) 
1 е* 
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2 
x 
cl (x)= -х > ¿AA 
х? 2 
y =(e* +k АЛЫ тирі entonces: 


. 2 

х Хож 

Е л -(1+x=Lje 
у=сух+суе* +хе* e > у=( 2 ) 


2x? (2-In A и 
x"(2-In x)y 8 


lim y=0, y =Inx+ y, -4х 


угээ 


Solución 





4-Inx , 1 т 2008 
Ух 7 -mng wa 








La solución general es: у =cC,(x)y, +С: (х)уз es decir: 


y =Inxc, (x)+ “хс, (х) у formaremos el sistema para calcular c, (x), с›(х). 


In хе! (ху + Axe), (x) =0 


2-Inx 


1 _ 
¿AO 24% жүзер 2x? Jx 





о Ух 





2-Inx Inx 1 _2-1пх 
| 212 lx Jx 2-х = 2х? 3 1 
„тан Ты; 2-1пх x”? 








1 -2 
1-37 > сү(х)=—=+с, 


Ж 





In x 0 
1 2-Шх) Inx(Q-Inx) 
сі (х) = E ік ж А, E ¿MX 
inx NE 772-і | х? 
Lal 2/х 
Ж» E 


сі (х) = + с(х- эх + : %с;, reemplazando en la solución general. 
y= Е A я 
Jx Х.Х 


уз аїх+еух-=Е+-_ para que Дт Уай; сү у с; deben ser 
Су = с; = 0 de donde la solución es: 


-ісіпх 


Je 





x Л 


2 1 е 
ил у-у 4e*, lim y=0, ---, J=—, 79 == 
х уэ-ю = е Y 2 ” 





2% 
Solución 


La solución de la ecuación diferencial dada es: у= Cc ()y, Ёс: (Х)Ул 
es decir: y =c; (ә с,(х) a donde c,(x), cz(x). 
Calcular mediante el sistema siguiente: 
Ed 0 do) =0 
х х 


E 1) д)- e” делді) е 
х? 
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1 J 1 26 
0 == =(1€ UE => жал + entonces: 
e 2 2 
e* е“ 
Ea e? e? | 3 
4 х - AIR E tomando Пт y=0 se tiene la solución general de la ecuación 
сі (х) га 28 2 2 у-»-% 
Е -e™(x+D| -77 
e*(x-1) -e*(x+1) diferencial dada. у=(х-1)е 
х? х? 733) AM ; те эр = 
3 (пх-)у-х^у+ху=21ах, Пт у=0, у =x, Уз -іпх 
өз >” y+% 
І = х) = -– +c 
cı (x) => alx) 1 Solución 
е: 
-- 0 ға 1 1 21пх 
5 E КТ =; ае 
е*(х-1) е” 1 x(In x —1) x* (In x-—1) x (Inx-—1) 
O 
já -Ж 
е*_ же 55 La solución general de la ecuación diferencial dada es: 
Ха х + 
е*(х-1) -e*(x+D 
х? х? у= с (х)у + сә (х)уз, donde c; (x), с, (х) se calcula mediante el sistema 


1 
<(9--з ЕЗ 














х m 
--- +c, reemplazando еп la solución general. 
с:0) Цаг xe! (x)+ In xc! (x)=0 








¿a е* $ ус с! (x) + el GAL аг 
у= (- же) = (не = х (Ііпх- 
4 х 2 x 
x -x -x -x 2 
ДР ын ЕЕ А 225 
х 4х х 2 3 x(Inx-1) 212 х 
1-1 х х! 
- -4 
(х-) e *(х+1) е(х+) е” 
do 114:2101-3 2087 
45, х! 4x? & 2 
1 : А 
рага х= -1, y =-- se tiene: Ci (x) саса 
е х х х 
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2хіпх 


_х%(х-1) 21пх 
=.————————=- 3 











1—In x E 
да => E оа с, 
х х 
2 
у= 10-5-1921 рер 3 чине каруы 
х хо х 
ах йш 





аео 
Ж 


у=сүх+с, 1п+ 


(х2-2х)у"ң2-х2)у-2(-жу-2(х-). ур=х у›=е' 


Solución 
E , 20-х), 2D) 
AAN ос хоу 


La solución general de la ecuación dada es: 





у= су(х)у +c,(x)y,, donde c,(x), c,(x) se calcula mediante el sistema 


ХЭВ! (х) +е*с, (х) = 0 














2(х— 1 
2хс! (х) +e*e, (х) == ы 1) 
x* -2х 
0 e? 
Хх-) aa 2e* (x-1) 
2 AA 
| эж —2х ъ EA 6 75/22. 
с|(х) = зонт с аба 2(х-1) 
ке e" (x” -2x) 
Де 





с(х)=-2(х-1) > a=- ес 











5 0 
2(х-0| 2х2(х-1) 
2х\—=у 3 = 2 
х“ -2х AA 52-0) 
2000. мегі а ДЕНТТЕР сс = 
х^ е e` (x° -9х) e 
Хер” 
2 = 
ао e > cr (x)=-2e *(х* +21? +4х-1)+с, 


y =(4x-0)? +c,)x? ж-267 (x? +21? +4x-1+0,)e* 


А у=сух®+суе* -2e (x? +2x? +4x—1)-x° (x-1) 
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736) 


[COMPOSICION DE LA ECUACION DIFERENCIAL] 


[DADO EL SISTEMA FUNDAMENTAL DE 


[SOLUCIONES] 


linealmente independiente en el 






Si el sistema de función у(х), Уух (АХ... Y, (0) 
segmento |a.b]. que tiene derivadas hasta el orden n inclusive. 


Entonces la ecuación. 


у, С y 
УА) 


= 0 --.(1) 


vD уз) 


у(х) у) ЗЕ 


йла) Ма 2 ХОС у (у) 4 


donde у(х) es una función incógnita, es una ecuación diferencial lineal, para los cuales 
у(х), уз (х)... y, (х) forman un sistema fundamental de soluciones. 


El coeficiente de у‘ (x) en (1) es el Wronskieno. 
Муу. Улз, Уу |. del sistema 


Los puntos en que se anula este determinante, son puntos singulares de la ecuació 


construida. 738) 


Formas las ecuaciones diferenciales, para los cuales los sistemas dados d 
funciones forman los sistemas fundamentales de soluciones. 





735) n60=1l, уҙ(х)-х. ух(х) = х 
Solución 
ск ES | 
ПА 
0 1 2x y =) an 2y" =0 ды y"=0 
DO 
0 0 108. 
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yı(x)=senhx, y, =coshx 


Solución 
senhx coshx y 
coshx senhx =0 entonces: 


senhx coshx y 
senhx(senhx.y"-coshx.A") —coshx(coshx.y"'-senx. у) + y(cosh-senh? x)=0 


2 1) Т 
senh* х.у''— cosh? x. y'"—senh x.cosh x.y'+ cosh .y'+y=0 


-у"%у-0 entonces: у"-у-0 
у(х) =х, ya (x)=e* 
Solución 
x e y 
1 е" y[=x(e*y"-e*y')-e*(y"-0)+ y(e* -0)=0 
0 e y 


e* (xy''—xy'—-y'"+y)=0 entonces: (х-1)у'—ху+у=0 


y (x)=senx?, у(х) -совх? 


Solución 
2 2 
sen x cos х y 
2 2 
| a cos -2хвепх у'|=0 entonces: 
|-4х senx? -4х? cosx? y 


2 2 ez 
sen х“ (—2xy''sen x" +4x усовх2)-совх (2ху"совх? +4x? y'sen? x)+ 


2 


+ y(-8x? cos? х2-8х7 sen? х2)-0 
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2. 2 2 8 руа уез 25 
-2ху”веа! x? -2ху!сов” х +4x у'ѕеп x” cos” —4x" y "COS x” SEN x 
аар A АЛИ 
—8x ycos” x” – yBx" sen” x“ =0 
2 3 УР Ир», Алан 
—2xv""(sen? x? +cos? х7)-8х y(cos” х” +sen” хэ) 0 


ху'+4х?у=0 => y"+4x"y=0 


5/3 
739) у/-х. уз(х) =e" 
Solución 
la з? y 
[ хөр у|=0 entonces: 
0 A ты) у" А 


ОЕ Ете ехе". дуч) ые" ку” +1)-0=0 


2 


e Uy y убх? +10) =0 


КӘ + х)у+(х +1)у=0 









INTEGRACION DE LAS ECUACIONES] 


DIFERENCIALES MEDIANTE SERIES 


1) Este método resulta muy usual al aplicarlo a las хэнэг 
lineales. Aquí lo aplicaremos para el caso de ecuaciones de segundo orden. 


Sea dada una ecuación diferencial de segundo orden. 


y +P(x) y +gho y = 0 
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їопапо.пе! 


Supongamos que lcs coeficientes Р(х) y а(х), se expresan en forma de series, 
dispuestas scgun las potencias enteras positivas de х, de modo que la 
ecuación (1) е pueda escribir en la forma. 


y''+(ao +а,х+а,х* +...) y "(bp +b x+b,x?+..)y=0 
ota 2 1 


.. (2) 


busquemos la solución de esta ecuación en forma de una serie de potencias. 


.. (3) 
k=0 
poniendo en (2) la expresión de Y y de sus derivadas, obtenemos. 
Ук -Ме * +) ах! У кі «Ха, х сах” =) .» (4) 
кард 


nultiplicando las series de potencias, reuniendo los términos semejantes е 


igualando a cero los coeficientes en las distintas potencias de x, se obtiene una 
regla de recurrencia. 


En la practica es conveniente proceder del modo siguiente, por el esquema 
señalado se busca dos soluciones у, (х) е у;(х), para y,(x) se toma Сб м 
y с =0 урага y,(x) setoma cy =0 y 
siguientes condiciones iniciales. 


Сі =1, lo cual es equivalente a las 


y,(0)=1 , 
y,(0)=0 , 


2100) =0| 


| | ... (5) 
Ух(0)-1 


Года solución de la ecuación (1) será combinación lineal de las soluciones 
у(х) e у;(х). Si las condiciones iniciales son de la forma у(0) = A, 
v'(0)=B entonces es evidente que: 


у = Ayı (1) + Ву, (х) 


linalmente enunciaremos (sin exponer la demostración) el teorema de 
xistencia de soluciones de la ecuación (1) en la forma de serie (3). 
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TEOREMA.- Silas series р(х) = $ ax y q(x)= у, х^, son convergentes 
k=0 k=0 


para |х| « R, la serie de potencia ( 3) construida del modo indicado 
anteriormente también es convergente para estos mismos valores de x y es solución de 


la ecuación (1). 


En particular, si р(х) y q(x) son polinomios en х, la serie (3) será convergente para 
cualquier valor de x. 


2) Desarrollo de la solución en una serie de potencias generalizada. 


DEFINICION.- Una serie de la forma. 
да „(С О) ... (6) 


k=0 


оо 


. . k 8 
donde р es un numero dado y la serie de potencia Y cx es convergente en cierto 
к=0 


recinto [х| < К, se llama serie de potencia generalizada. 


Si p es un número entero no negativo, la serie de potencia generalizada (6) se convierte 
en una serie de potencia ordinaria. 


TEOREMA.- Six = 0 es un punto singular de la ecuación (1) cuyos coeficientes 
p(x) y q(x) admiten los desarrollos. 


© 

ч 5 -k 
3 а,х b,x 
k- 


р(х) = ^^- SNA нен -40) 
Х X 


Ша 


Donde las series que figuran en los numeradores son convergentes en cierto recinto: 
Ix] < В, y los coeficientes ао, by y b, no son simultáneamente iguales a cero, entonces 
la ecuación (1) posee al menos una solución en la forma de serie de potencia 


generalizada. 


y =x? Усіх" , (cy =0) ... (8) 
ШЕ 


que es convergente al menos еп el mismo recinto |х| < R. 
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Para hallar el exponente p y los coeficientes c, es necesario poner la serie (8) en la 


ecuación (1), simplificar рог х? e igualar a cero los coeficientes en distintas potencias 
de x (método de los coeficientes indeterminados). 


En este caso, el numero p se halla de la ecuación llamada determinativa. 
ptp-1D)+app+by =0 ... (9) 


Donde a= li = lim x’ 
o = lim хр(х), bo lim х 4(х) «»» (10) 


suponiendo que ру y p, son las raíces de la ecuación determinativa (9) 
Distinguiremos tres casos. 


8 : : 5 
ГЕ Si la diferencia ру – р по es un numero entero o cero, se pueden construir 
dos soluciones de la forma (8) 


оо 


лб) =" art, (#0), у(х)" DA, (А 20) 
&=0 k=0 


? : 3 : 
2°.- 51 la diferencia р; -р; es un entero positivo, рог lo general, solamente se 
puede construir una serie (solución de la ecuación(1)). 


лб) х" ca? 01) 


k=0 


3°.- Si la ecuación (9) posee una raíz múltiple р, = p, también se puede construir 
solamente una serie (la solución (10)). 


В claro que en el primer caso las soluciones y, (х) е у;(х) construidas son 
linealmente independiente. 


En el segundo caso y tercer caso, se ha construido solamente una solución (10) 
señalemos sin exponer la demostración, que si la diferencia р, – Pı es un 


по соо positivo o сего, además de la solución (10) habrá una solución 
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уз =Ay (0) nx)” Ax" ... (12) 
k=0 


Vemos, pues, que ahora у, (х) contiene un sumando complementario de la forma 
Ay7(x) ln x 

donde у(х) se expresa en la forma (10) 

OBSERVACION.- Puede ocurrir que la constante A en (11) sea igual a cero, y 


entonces, para y, resulta una expresión en forma de una serie de 
potencias generalizada. 


Integrar mediante series las siguientes ecuaciones diferenciales. 
768) у-2ху-0, y(0)=1 


Solución 


00 
Suponiendo que y= po c,x” esla solución de la ecuación diferencial. 
п-0 


9% 
y= 22 nc, a , reemplazando se tiene 
n=1 
© о 
y ne, x”? – y с„х" =0, poniendo en una misma potencia a х 
n=l n=0 


п+1 


2c x =0 


Ms 


У (п+)с, х" = 


п=0 п 


pi 
© 


к: (па) = e 2c,x”*! = 0, poniendo los inicios iguales 


n=-1 n=0 
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© 


a 00 
с +) (т Hs, 5) 2с,х”" 
п=0 п=0 


сы Ул» 2)с,,2 -2с, ух"! =0 


п-0 
с, = 0 


2 
(1+2)c,,3 = 2с, =Œ су = мар , regla de recurrencia. 
n 


2с 
para п-0, с,=—©=с, 
2 
п= | ? Ре ме 
3 
п=2 a C4 2255.08 
472 
n=3 4 маг ца 
5 


2с 
n=5, фы о 
п=6 5 AA 
8 4! 
С, 
с, =. 
п! 








769) 
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ж = 
25: 99 Ра 
уеруу =} x RE 
n=0 n=0 ТЕ 





(2 х?" 
para x=0, у-і-со,4е donde .. y= 2 
n-0 ` -- 
4xy"+2y'+y=0 
Solución 


Сото х = 0 es un punto singular regular entonces la solución en la serie 
y= уз А +, donde r(r—1)+ppyr+g9y=0 у Po е у 
n= 


= bei х 20(х) 
x0 
1) 1 1 
Luego y'+— 3, л a 0 siendo 12255 o= 
P, = lim xP(x) = lim УМ m qo = lim x? Q(x) = lim x? pae 
ы. x>0 хэ0 2х 2 y 0 хэд x>0 4x 


r 21 q 
= E) =r+==0 
r(r шал > r 2 


r а 0 => rir 2) 0 > n=0, ғ 2 
para ң setiene: y= 90 х2 , de donde 
n=0 
y'= 5) пс х"? > у"= 2 п(п-1)с„х” "2. reemplazando en la ecuación 
n=] п-2 





20 о 
пт МЕ п 
«у n(n=De,x" +2) пс,х + NA =0 
n=2 n=l n=0 


poniendo en una misma potencia a x. 

у а +1)c,,x” + 2; 2(0п+1)с, х" + Хас Ха 
п=1 n=0 
igualando los inicios se tiene: 


AE +20, teat Ў n+ epia” Pe, Хи 


n=] n=1 n=l 


2с, +co + У [2n+1)(2n+1)c,, +, је" = 


п=0 


aplicando el método de los coeficientes indeterminados. 





2 Cü 4, Ep 
2с: +c =0 ЗАР ЭР” 2! 
=> 
2(n+1)1(2n+Dc,, +c, =0 А с, л 
| 327 MD 45 
с Co Ср 





рага п= 1, с) =- 


сото у = У" =C HE хас; сұх +... 


n=0 


Co 2 р х 
yalo- Aata +:.)= Col) 
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La otra solución es para r= 


e 


2 1 
т"- р 
Де 2 derivando 


y= БА 
п=0 


1 © 
< БУ: К 1 1 
у= вы 21-10 = (т+-)(п—-)с„х a 
n=0 n=0 Ы 
reemplazando en Іа ecuación diferencial. 


1 1 
аху (n+ in- De, хо цох ber 2. Y ex 1-0 


n=0 n=0 


e ] | 
00, 1 1 ""- 1 һ-- > 
4(п+—)(л-—)с„х 2%) 2(п%-)с,х 2%) сүх *=0 
2 (+02) 2, : 


Ne, х 2 эх ” х2 ; = 0, poniendo los inicios iguales 


nag 


1 оо 


о ани ел" 71 ұлы - 


n=l гі 


0 


1 
Уатт 0, ба]. 22-1) 


п=1 
4п(п+ 29 %с,1 =0, de donde se tiene: 


с 
с, = -——"-—— рага п> 1, regla de recurrencia. 


ИУ) 


770) 





25 3! 
п 25 с; == 


1 
a 
n— 
como у= ў cx 2 =-/х(су +0,x+07x? +...) 
п=0 


с 
y =WÍx(co ж” 





2 2 
Сох 
5 7 TA 5+5.) 


Luego la solución general es: 


2 
кужат. .) 


x 
r +5 
(L+x)y'=ky =0 


Solución 
00 
Suponiendo que y= Эм c,x” ез la solución en series de potencias 


n=0 
о 
= 1 1 d 1 iÓ 
y= nek n(n- Ја Зүс ‚ reemplazando en la ecuación 


n=l n=2 
© 00 
(1+ ху’ пех"! – > с„х” =0, operando tenemos 
n=1 п-0 
00 


00 00 
Эд пс х"! + х: пс, х" — F ke,n" =0, poniendo en la misma potencia a x. 
n=l п-і п-0 


озамын" «Ут, х" —kco E x” =0, poniendo los inicios iguales 
n=] n=] 
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-kco + Уо “Әс, nc, —Кс„]х” = 


n=1 








Р, = lim хР(х) = lim A 0.2 AE. 

jz х-09х(1-х) х-э09(1- х). 3 

Су = KCh 

5 20 3 i 

k 

(п+ с, tke =0 с Ec, п> qo = lim х?0(х) = lim = lim 5 = 
(п+1) -э0 ЕСЕ х) хэ09(1-х) 











145 (14--5)Ксо 4 7 
= 19 = = -1--1гжш = ш-- 
n с 2 су 2 "(ғ-1) 3 r=0 = n=0,r, 3 
(2+ Ус (2+К)(1+К)Кс (2-43(14-К)Кс б 
1-2, су= 3 2 = 23 ? = 31 " para қ =0, у= Усх" de donde sus derivadas son 


n=0 


00 оо 
y'= Же.” = у= Ж n(n- їїссэн , reemplazando еп la ecuación 





k(k-—D...(k=n+1) п-2 
„ыж-====к= o o йу 
т 

9x(1-x)) m(n-1)c,x” шээс х" Y х" =0 

- k(k-—1)...(k-n+1 5 п=2 п=0 

у= са ж 5 

n=0 á 

Èro- Des Y on(n- Ue Жиз ХУ “Уа, х" 
771)  9x(1-x)y"-12y'+4y=0 53 ЯВ 
син poniendo en una misma potencia a х. 


Y ә(п+ ис, х" -Урн- mexr "Узза Denx" Уа, x 


00 
29 n+r са ЗС 
Sea у= y сох la solución en series donde ЗЭ а=0 n=0 


n=0 


18c,x+ D n+ nepar" -$ 9m(n-1)c.x" -12c – 24c,x- 


r(r—1)+Por+qo=0 siendo pọ =limxP(x) y qọo= lim x Q(x) 
х-э0 x>0 n=2 n=2 





7 12 уг 4 a 2 
ч а егу 9х(1- 6а ЭСЭР -)12(641ус да" +4су +4с1х+ У 4c,x” =0 
n=2 n=2 
-12 
P(x) = Ө rape] 00) === luego 2 р 
х(1-х) 9х 2 x) со-12с, +(4c, -6с, x+ Ў [3(л +1)(3л – 4)с, —(3п—4)(3п+1)с„]х” = 


п=2 
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por el método de los coeficientes indeterminados e igualando los coeficientes 
se tiene: 


4co -12c, =0 q =2 
4с, - бс; =0 > 3 
3(n+1)(3n-4 (Зп – 4)(3п +1)с„ =0 ы. 
п – 4)с, у – (Зп – 4)(3п + 1)с, = Гый ыг 
| нр : е” 3736 
1 - 
бий „Өл п > 2, regla de recurrencia 
3(n +1) 
2 4. 
пь2. алы ийн Co е 








3.3 3.3.3.3 3.6.9 


= С 4с 1.4.7 
п 2 0 082 pora 3 
ш С.Х =су+сүх+сух +... =су+-—х+-——хХх + 
x 2 Карел н 88 CIN 86) 369 





4 14.7 
ЭЭЛ 38 


+— x +...) 
3 36 3.6.9 


Ж А ! 7 
La otra solución se obtiene de la serie рага r, = = 


> “ы 
у= Жала = 22015 3 , derivando 
=0 


n=0 


© 4 æ [ 

7 п- 7 4 "+— 

'= п+—)с,х 3 => "ш п+-—)(п+-—)с„х 3 
y 24 370» 5i 24 y 3) 


reemplazando en la ecuación diferencial 


І 
о 


оо 1 ж п 4 © n 1 
СЕУЛДЕ ДЕГЕ -і2) (+De,x Tes ex? 
n=0 n=0 


n=0 


© 4 © 7 © 4 
7 4 п- 7 4 п+— 7 п+— 
9(л + —)(п+ з - Y 9(п+—)(л+—)с„х 3-2 12(1+—)с„х ? + 
2, (n pe gent У (п 570 3) nX ; ( z) n 


n=0 п=0 






уғсох” (+ —x+ хэ» 


igualando las potencias de х se tiene. 


” 49 3 7 

7 п+— п+— 
У9тщп+-)с,х >- Y (3п+8)(3п+3)с,х 3-0 
п=0 3 n=0 


© 4 = 1 
п--- а 

У 3и(3п+7)с,х 3 – У 3(3п + 8)0п+)с,х 3-0 

=0 


п=0 


2 4726 4 

У 3л(3п+7)с,х 3 3(3л+5у(л+2)с„ус 3-0 
=0 n=1 

ahora igualando los inicios 


оо 4 ә 4 
п+— ы 
04) 3щ3л+7)с„х 3 – У 3(3л+5у(л-1)с„ух 5 =0 


п=1 n=1 


ын 4 
S [3n(3n+7)c, —3(3n+5)m)]Jc, yx 3 =0 
п-0 


3и(3п + 7)с, – 3(3п + 5)пс, | -0 


ИСЕ (3п+ 5)(п) 


п@л+7) с,л, Wn2l, regla de recurrencia 
para пті, с -12% 
п=2, с; а so 
n=3, nd 


Зн Ее ЕГ BI 





10 10.13% 101316” 
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Luego la solución general es: 





7 
х 14 2,147 5 Z 8x 811 z 81114 3 
1+2 + +..)+сух3(1+—+——х°+ х 
ао A ТЭРЭ дүр у 
у'+ху'+у=0 
Solución 
© = = 
Sea y=} cx" > у= Унух" = y"= Y үп(п-1)с„х”* 
п-0 n=l п=2 
и, х"? „Ус, х Ye, x”=0 
n=l п=0 
У (п ђе, х"? + У пс,х" +} с" =0 
л=2 п=1 п-0 


poniendo las potencias de x iguales 


У (++ 2с," «Улс, х "Ye, х" =0 
п-0 n=l п=0 
poniendo los inicios iguales. 


Ут +ул+ 2,2 +с„]х" + Snes" = 


п=0 п=1 


20, +00 + У вээ яа 2с, +с„]х” Ха, х" =0 


n=l n=l 


2с, «со» У [(т+1)(л+2)с„,› + (n+ с, х" =0 
n=l 





por el método de los coeficientes indeterminados 

















Co 
[2с›+су =0 a 
(n+ (п + 2)с, 5 +(n+Dc, =0 
Ял -5-, Vnal 
п+2 
рага пті, с; == 
3 
n=2, c4 = п, 
4 24 
п= 3, eS іы 
ӘЛІ 323 
n=4, с=с Ой Со 
6 2.4.6 
п-5, ук == El 
7 3.5.7 
y=cp+cx сүх? «сұх +сах“ + osx Бох +... 
2 Cops2 ¿15 Co 4-61-5 бо 6 Ey. 9% 
у=су+сүух———х°— + x + х°- Хх ---- > 
2 ПИ 73477 и В 
у= с0(1 222% : +...) +C;( PAS х! 
- -— 4 — „)+е, (1-4 —- 
272249: 94642405 4 3 35 357 


у"-ху-у-1-0, у(0)-у(0)-0 


Solución 
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412 


Ку Y near + Ус" =1 


п=2 n= n= 

по ж © 
Y n(n-D)c,x"? айат ХЕ 
п-2 п-1 п-0 


poniendo las mismas potencias а х 


У (п+1)(п+ 2)с, зх" — У пс,х" + 1 цо! 
5 у=}, 
п= 


n=0 n=1 


Уа +1) (п + 2)с,,з ыс,” ~ УЗ пс„х" =1, poniendo los inicios iguales. 


n=0 n=1 


2с, +со+ Ў [(1+D)(1+2)c,,2 —(л—1)с„]с„ =1 
n=l 


por el método de los coeficientes. 


lco 

2 

.... (8-1, 
"527 ( 41) 2)” 


сз = 








2с, +с = 
(п +1)(п+2)с„,› —(п-1)с„ =0 





рага п=1, с; =0 











п= 2, Ca=== = 
3 2.3.4 4! 
2 

n=3, c; = 30025 с -0 
4.5 

МЕУ» 2 _ 364 3(1-со) 
5.6 6! 


сіопагіо.пеї 





рага у(0)-у(0)-0 = со-0 





G a сұ-0, с га с А 
HET Л» AAN Та 
у= се +сүх+сух? +X? +... 
ХЭ AL Y (2n +1)0?*** 
2 y= +——+——+ E =. 
2 4 6 8! (2n +4)! 


En ios ejercicios 774 — 778 hay que hallar sus términos del desarrollo de y(x). 


у'—(1+х?)у=0, y(0)=-2, у(0)-2 


Solución 


ОО 


Sea у= йк. => y= Y nc, хі > у"- Y п(п-1)с, х"? 
n=0 n=] n=2 

улл le? уе = Убери =0 

п=2 п=0 п=0 

У a-e"? Y enx" 59: зр =0 

п=2 п=0 п=0 


poniendo en una mismas potencias de х. 


( 
Y (п+)(п+ 2), зх" Y ex” DIES =0 
п=0 п=0 


n=2 


Fata 2с -с„]х" Her =0 


n=0 22 
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414 


poniendo los inicios iguales. 


(2c, -co ) + (2.3c3 – с х) + +2)с„+2—©һ—С„-;]х' =0 


п=2 
2с, – Со = 0 с; 25211 
2.3с, -c =0 хэ» 2 
с 
(п+1)(л + 2)с„,; -с„—с„_; =0 с; 553 


с, FCn-2 


С = (141(1--2) , п> 2, regla de recurrencia 


_су+со Зсо 
© 34 жай 





para п=2, с, 


сше a сш 


n=3, с 
Ао "7З А8 


У= с +сүх+с»›х? +сух? тод" э 


со 2 Зсо 
У= со +схъ х 
2 2.3 23.4 2.3.4.5 


y=-2,x=0 > -2=с( 
a CO 
VCOA сау ЕЕ: 
2=сү+0+0 => c=2 


2 ха х! F 


h у=-2+2х-х'+——--——+——х -.. 
3 4 60 


с 
Ы а ы Ды ж 





775) 


y “+y=x?y=0, y(0)=1, у(0)-0 


Solución 
n ' n-1 v п-2 
Sea з ==; уж”Улс,х =5 уу = Y п(л-1)с„х 
п=0 n=l n=2 
= = 2 
У п(п- ђе, х" ы +} лс„х" !-х Улс? 0 
n=2 п=1 п=0 


Y пп сих" + Diga? йд? =0 


n=2 n=l n=0 

poniendo en una mismas potencias de x. 

У (и +10)(п + 2)с, әх" – 9% (п+1)с ух" - Y A Y 
п-0 п-0 n=2 


eo 


Ун + (л 2, +0 + 0с" Y соох" =0 


n=0 n=2 


2с, +0, + (2.3су +2сз)х+ У (п+ 0) + 2)с,, ++ с =Cp22)x” =0 
n=0 


aplicando el método de los coeficientes indeterminados e igualando los 
coeficientes se tiene: 

















2c +c; =0 2с, =—с => q 
2.3сз +2c,=0 En 2 
С с 
(п+ D(n+2)c,,7 %(п4%с,-с, 2-0 303 =-C) = 7 => сұс T 
‚5 +1 
СА Са (13 Усан , V п>2, regla de recurrencia 
(л +1)(л +2) 


415 


776) 


416 


Ср-3с, 2605с) Эрс) 





рага 12 сг = = 








3.4 2.3.4 4! 
Ea _ £17%c4 _ 701 2cg _ 7с -2со 
Г 5 2.3.4.5 5! 
-5 2co -19с 
n=4, C6 e ал от» 
-6 39c, -2 
= 5, C7 галт 
C4 C 62с, — 69с, 
n=6, св = = 


7.8 8! 


6 7 
АА соора Веб 
Y 5 2 3 4 5 6 7 


1 





с 
= Cp +C¡xX— X 
AS O 3! 4! 5! 


9с, -2 
=. 51 20727 


7 
l=cọ +0 = Co =1 


2 





мё. сүх 
у= Ci = Ex + 222 


0=c,-0 => сі-0 


Заг аж, 2х°__2 та 


йез A E 


4 5 бє 7! 


у''+уе* =0, y(0)=1, у(0)-0 


Solución 


с, 2со-с 7с|—2су 5 
Аз СО аль 2 еда 


6! 
62с, – 
480240 69с| 

8! 
бақа 
8! 


ЕМІН 
2с 8... 


po + 





Sea у= 2 аүх la solución de la ecuación diferencial dada 
k=0 


y'= Na TE > y = Y k(k=Da¿x? 
k=1 


k=2 


, reemplazando en la ecuación 
ра, ке" ч a,x" =@ 

КИ Ку 
k=2 

AU а Уу У ащ. „Ix“ =0 


k=0 л=0 


igualando las potencias de x. 


Е Улу nyk- 


k=0 n=0 


ук+ + E knak 0 


k=0 


(NADA a + Y ек Ёл -0, Vk20 
n=0 n! 





5 
| а,-, 
ü =- , VK>0 
2 (k+I(k+2) 2, n! 


4 2 
сото у= Уши =40 +ах+азх а 
k=0 
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es la solución de la ecuación diferencial usando la condición inicial 


yO)=1 => ай-1, y(0)=0 => a=0 








Lo ар a 1 
ме кыр 7512271; 
1 i ауы 1 
k=1, «--332 Aa ЭШ 
k=2, a ЖЖ, Ы a 
34 р e 








с". 245 
4 2 
1 5544, (-1)79 

k=3, е у —©®= 
с 582) л. 41.5.6 


como у=а +ах+азх? +аух? аж. 


E да E е n? х°+.. 
1.2 23 1.2.4.5 133316 








ШИЛІ) y'sl+y?, y(0) = 
Solución 


Sea y=Y ax 4.40) 


k=0 


la solución de la ecuación dada 


Luego y'= ЭС Ка ТО , reemplazando en la ecuación 
k=l 
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У ках“ =1+0 ayx*)?, de donde 
k=1 k=0 


Y lay Уай DoM 
25 k=0 k=0 


оо со 


Улан SN, аш ар = 


k=0 k=0 
ahora poniendo en una misma potencia de x. 


a ЬУ A а det =l 


k=0 k=0 
Ук +0, - У аа „1х =1 
к=0 k=0 
со сө k 
[а - Y а,а, „1+ Y [+ Dagi- Ya, а, Ён = 
k=0 k=1 k=0 


ahora por el método de los coeficientes indeterminados 
2 
ар-арад-1 => aj=l+0 


(k+Daj Y 4, Aj... =0, VK21 
n=0 


- 
Luego ар=1+а 
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сото у= у у! зар +a,x+a,x? +..., es la solución entonces usando la 
k=0 
condición inicial obtenemos у(0) = 0 = ађ => ао =0, de conde a, =1 


1 
para k=1, a, =} Y a, a, = (ау а +4,:9)=0 
- - 


2 
1 1 
ке аз 42,888: “(00:42 жа? жаздан 


1 17 
k=6, а) Spa = 315 


2 
сото у= у a,x" =40 +аүх+а»х? +азх? +a,x* АЗ... 
k=0 
3 
X 2 5 17 7 


узхж--4--Х7 Жт--Х +... 
515 317 


778) y=e*+xy, y(0)=0 
Solución 


эй (k) 0 
Usaremos la serie de Taylor у(х) = у 7 o - х" la solución pedida 


k=0 
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Calculando уд (0) 
у-е) +ху = y0=e0+0=1 
y =e y+y+x = у''(0) =1 
y =e? y e y 2 y xy" = у"(0)-4 
у" =e? y 9420 у уче? у уче? у'"+3у+ху" => у” (0) =11 
reemplazando еп la serie de Taylor se tiene: 

х? 4x? lle? , 53 s ‚269 6 


у=х+——+——+ — 
2! 3 4 120 720 





+... 


Hallar las soluciones generales de la ecuación de Bessel. 
рі ошар 211 
779) х у''+ху'+(4х ла?” =í) 
Solución 


La ecuación parámetrica de Bessel es 


х? у+хуч(А2х? — p?)y=0 cuya solución general es: 
у(х) шес,/, (Ах)%сҙу, (Ах) 


Luego 44-4, p=} de donde А=2, 3 


Por lo tanto la solución es: у(х) = с|Л\,;(2х) Ёс» Уух(2х) 


780) x? y '+ху'+(х? = 2 у=0 


Solución 
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781) 


782) 


422 


La ecuación diferencial de Bessel de orden p es 
ха y '+ху'+(х? = p )y =0, cuya solución general es: 


у(х) = сү +e p(x) 


Luego se observa que p =i 24 p=}, р=-5 


.. у(х) = c141/2(x) %сҙ/ 1/2) 
Р уай 
ж” 6 
Solución 
Multiplicando por х? a la ecuación diferencial 


2 
y y=0 


de donde EEN p’ =0 > У ани 
9 3 
La solución general dada es: 


y(0) = aG) +06) 


уча у'+4у = 0 
х 
Solución 


Multiplicando рог х? a la ecuación diferencial. 


x?y"+xy'+4x? y =0, de donde А2 =4, р? =0 => 77229 р-0 


Luego la solución es: у(х) = cıJo (2x) ст Yo (2x) 


783) 


eb 


784) 


785) 


786) 





xy" 2xy 4x0? -1)у= 0 


Solución 
Se observa que 5, 22 Е 
que р A y P 1 
Luego la solución es dado por у(х) =ax  е,/;/4(х2) жс: 26/4 (a? )] 
BND haJ 
Solución 
1 | 
Se observa que Г al ш 


Luego la solución correspondiente a la ecuación diferencial es: 


y =Uxlc n (4) с, / 12 х| 





5 
у'+—у+у=0 
х 
Solución 
Se observa que p=2 y A=1 
Luego la solución general es: E J Іс; (х)+с› уз (х)] 
ж” 
" 3 ! 
у''+— учду =0 
x 
Solución 


Se observa que p=1 y 1=2 


entonces la solución general de la ecuación diferencial 


1 
у= а (2х) +c) y, (2х)] 
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Demostrar la justeza de las siguientes relaciones 


789) 


787) Л(о-/,1(х)- = J, œ) 


788) 


424 


Solución 
d Р Р 
Se conoce que к^ 7,(5) =x% 3 y 1 (x) 
AO ORO) Е (1) 
además Яст (х)) =-x"PJ,.,(x) (probar 
Te Р СЕ ры р ) 
Хе) = PAE E са = ES 2) 


dividiendo a la ecuación (1) entre х? se tiene: 


790) 


e (2-7, (х) =, (х) de donde Jl (х)-./, (х) езі J, =) 


J Dpat EJ, (а) 
Solución 
c 4 теу 87 
ото de (x Р (х)) ==х p+l (x) 
x EJA (5)-рх ду, (х) --х PJ pa (x) 


dividiendo entre х? se tiene: J A (x)- 5 Ј (х) =- pa) 


2 рб) = ES -Ja l) 





чо) 1,693,100 


Solución 


Como se conoce que: 


J о)= 2, 1()-27,0) 
\ 5 restando se tiene: 
Л,09-24,09-4,400 


2 
ЯВ yO DS 0) =0, de donde 


2 1 
абд = 270), 160) 


Јо) = ЛО) -14 (ж) 
Solución 
Se conoce que Ја б)= 2.7, (х) Л, 0) 
х 

Раа р=1, Лб) nE 
como Л! (х) = -Л(х) => Л()--ЛҚ(х) 

1 44 , 
Љо) = Л) Лб) = = (ӘЛ) 

i la 
7209 =p 0) 


425 


791) 


792) 


426 


J (x) -Ja (x) = 231 (х) 
Solución 


Del ejercicio 790 se tiene: J, (х) = J! (x) -1 |, (х) 


2 
como 7,л 09-55 7,0)-7,409 рагар-1 


J (x)= 29) (5)-46(х) para Л(х) =-J)(x) 


2 
7,6) --247600-4409 
а (1) multiplicamos por —2 se tiene: 
ТЭРТЭЭ 
-2J (x)= -2J (х) +— Jo (x) 
x 


sumando (2) y (3) se tiene: – 7, (х) = “эн (х)-.(х) 


Ј, (х) = 2Л\ (x)+ Јо (х) de donde 7, (х) – Јо (х) = 27 (х) 


Jz (х) +3. (х) +410) =0 
Solución 


Ј,(х)-Јо(х) = 271 (x) del ejercicio 791 
Л (х) - Л) = 270 (х) 


231 (х) 271 (х) = 431 (х) 


сото JL (х) = 7,1 (у; (x) para p=2 


(1) 


.» (2) 


... (3) 


5 
7109-49-48) ...(2) 
сото Лод--/, (д 27, (х) рагар - 2 

х 


Лод--/ +27, (х) ... (3) 
sumando (2) y (3) зе tiene: 

2) (х) = 2 (х)—./,(х) 

2Л.(х)--Л(х)-4,(х) ... (4) 
sumando (1) y (4) se tiene 

23) (2) +23), (х) 23) (х) = 4I! (x) — J} (х) (х) 


7,(х)-3Л,(00)-44/Їх)-0 


x J! (х) = (р? -р-х?)Ј,(х)+х/, (х) 


Solución 





11252: 


(-1) 
0) = а 


= 1 (—1)"(2я+ р) х. о. 
РО) 2 п(л+р)! 2” 


(1) = 
Aiae С) Qn+ р)(2п+ р-1) X 2n+p-2 
“4 n!(n+ р)! 2 


427 








Ышы! ЭШЕ] н =D 


2 yil жа 
OS п!(п + р)! 2 


п=2 


е 76 жете. у СІ) (хн 
(р“-р-хМ,ззір -р ттт 2 


эх, р(р-1)(-)" Ey Y 4-0" (хүэөра 


п(п-р) 2 = п!(п+ р)! 2 


20-Р 


PD жа ¿LIO х 


X 
7, = — 
(р? реа 3 (х) = (р+1)! 2 <- т(п+ ру! 2 


Ұр) "ЛИ Е САШ ес. (2) 
n(n р) 2 САР ? 


== Ч ( 1)” 2 2п+р+\ 
Тий) зы т 2? 


pe СІу2 Xj 
xJ = Ё 
pub) nint p+? 2 


п-0 


.. (3) 


дауы (ауысу E Жүн» 
Р р+1 2 nt (n+ p)! 2 


“igualando (1) con (2) y (3) 
428 


Ч 1-1/(2яжрї2-р -1) (Eye - р\р-1| 


х 
кы т(ї- р)! 5 р! 2 (р+1)! 2 


F O p(p= DE 1)” PEGO el ер a арид 1)” Ап(п+ р) (Xy 204 p 


m(n+p)M 2 п\(п+ р)! 2 


ABAD pl 2 хуро, 57 (-12л (хун 








Сре) 2 (р+1)! 2) “ә илэр) 2 
\(—1)"(2л+р)(2л+р- Е Xy 2n+p -Ñ Le- 1)+4n(n+ p)-2n](-1)" 
= т(п-р)! қыт п(п+р)! 


4n? +р(р-1)+2п(р-1)+2пр = 4n? Ж4пр-2п-р(р-1) 





шүлт й\р – PRD рг 


(2 2п+р 
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БІЅТЕМАЅ DE ECUACIONES DIFERENCIALES DE] 
COEFICIENTES CONSTANTES] 





Un sistema de “n” ecuaciones diferenciales lineales de primer orden en las funciones 





incógnitas x; =Y¡(1), ху =YW2(0),..., х, =Y,(t) es de la forma: 
dx 
= PE, Na K es Na) 
dt Л 1 2 ' 
бк; 
= г, , 29-9 Ха 
77 falt, X1 X2 ) 


dx 
= falh Xas Xy ) 
dt 


donde ху ху,(), х,-у,(),.., х, =Wn(t) son diferenciables y con derivadas 
continuas en (a,b) llamadas soluciones del sistema. 


Un sistema de n ecuaciones diferenciales lineales de primer orden de n funciones 
incógnitas se puede escribir en la forma: 


= ) aj(t)+b,(1) 
744 


dx, 
dt 


Si b,(t)=0, el sistema se llama homogéneo, y si b;(t)+#0 el sistema se llama no 
homogénea. » 


Existen diversos métodos para resolver estas ecuaciones diferenciales lineales. 
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METODO: REDUCCION DE UN SISTEMA A UNA ECUACION 
DIFERENCIAL DE n-esimo ORDEN.- 


Consideremos un sistema de dos ecuaciones: 


dx 
is -40) 


4у 
---сх-4 00 
di cx + dy + g(t) (2) 


donde a,b,c,d son constantes, f(t), g(t) son funciones conocidas x(t), y(t) son funciones 
incógnitas. 


De la ecuación (1) despejamos: 
1 ах ” 
--(---ах-/й 
y ГАР” ах-/(0) 


reemplazando еп (2) se obtiene: 


4 „1 dx d dx 
apa О a N 
d*x 


2 





de donde al simplificar se tiene 4 +B а +Сх+К()=0 
t 


donde A,B,C, son constantes. 


Resolver los siguientes de ecuaciones diferenciales: 


812) 


Solución 


431 


813) 


432 


dx 

a . (1) 
ГУНЕ 
ЖР 21 (2) 


de (1) se tiene у= 38-99 reemplazando en (2) 


а?х 


1 ах 
ши (Me =2x-21 MS Н 2 
( z? x > TA 2х- 2r 


d 
dt G 


4?х ES е 
ai +4х = 41 еѕ una ecuación no homogénea 
t 


sea r?+4=0 > n 21, Р =-2i 
X y (t) = сү cos 21 +c, 56021, la solución particular es: 
| 


Ху-А4В = х,-4 > у"-0 


0+4At+4B=4 > 4 > > 
Xp =1 y la solución general es: 
X=% +X, = x=c,cos2+c,sen21+1 de donde: 


го y=1+c, cos 21+c, sen 21 


—=x-=2 
| е 
ду 

=x+3y 
| 4 á 


Solución 


814) 





dx 
Жо = ly а 
dt 0) 
4у 
—=x+3y 2 
dt (2 


de (1) se tiene у= - E, reemplazando en (2) 


аг! ах 3 ах 
лы лал 


ldx 14?х 3 Зах 


2 dt 2а: 2 24 

1 
стайл, A de donde r?*-4r+5=0 entonces: 
а « 
л =2+ї, ғ = 2-і lasolución general es: -. х= се cost+c," sen! 
de donde: 7 y=c38" cost+c,¿e” sent 
rayo 

4 ‚ x(0)=y(0)=1 
|#-х+у-о 

а 

Solución 

O -. (1) 
Іш 

dy 

—-—-x+y=0 жо 
2 3 2 


de la ecuación (2) despejamos x, es decir 
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815) 


434 


х=у+® reemplazando еп (1) 


Ф 
а 


ау 


2 
di суя 5 4, 


а 

— (y+ +4у=0 
dt о dt? A 

de donde r*+4r+4=0 => г= -2 de multiplicidad 2. 
у= се? сие" 

х1 tole -2де * tee —2eate? 


1 x= e * cate? сү? 


x(0)=1 => 1=-c,+c, 2 сі-і 
У(0)-1 > 1=с,‚ 


y=e 2! 

Ёїсэх-7-э PE 
di 2 2 
ау 
-І--2у-21-1 
dt А 

Solución 
[aan AW 
Ја 2 2202 
dy 
--2у-2:-1 2.19 
ЕС о) 


derivando la ecuación (1) se tiene: 





de la ecuación (2) % -2у-21-1 reemplazar en (о) 
I 


ах (ж 1 1 
— =3—-у+у+—-6—-— 
dt? dt 2 2 
ах (ж 
A жалан ау нек |.) de la ecuación (1 
чаш ы (3) (1) 
а тур. 4408) 
а 


reemplazando (В) en (3) se tiene: 


dix _dx 
а? 


6 абаа => r*-Sr+6=0 entonces: 
t 


п=2, n=3 > ху = се? +c e"; Y Yp = А +В+С de donde 


Уу 121 у la solución general es: 


х=сүе” +0, +17 +1 dedonde у= 26е +1+1 


Solución 


5411) 


кү?) 
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de la e vación (1) у= = +7x reemplazando en (2) se tiene: 
t 


d ах dx а?х 
р 7] = (E pes 
тт. dl Х| ©” 2х = 





51255 3750 
dt 


1 


di 
r? +(12r+37)=0 => r=-6ti 
х = (сү cost +c, sent)je ° de donde 


y =e “Ге, +c,)c0s1-(c, —c,) sent] 


817) 
AO 
Фин 
Solución 
> 00) 
2 , de la ecuación (2) despejar х. 
E =x+8y (2) 


а 
= T -8у reemplazando еп (1) 


d? 
2 
dt dt dt 





-16у-9у 


а: 
rs 25y=0 entonces: r?-10r+25=0 
4 4 
entonces: r=3 de multiplicidad 2. 


у=сүе?! +c,te” de donde x= (с, -3c,1=3c,)e* 
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818) 





олие 
а 
» жүре; 
4 
e y 
di 


Solución 


(1) 
(2), derivando (1) se tiene: 


коту (3) 


A E -3 

ӨВ вэ) 
Эф. 
зі + 
ч м 











ах dy dz 

——— =——+—— reemplazando (2) y (3 

22-22 р (2) y (3) 

а?х d*x 

FA A => J =2x+y+z reemplazando (1) 
а? а 

сх ЭРРЧ, л de donde 2 х ац › 2 0 entonces: 

а? di dt? а 


r?-r-2=0 dedonde д -2, r) =-1 


2 


х-се "с => у-с +o” => 2=4c +0,)e ' toe” 


ах 
== = у+2 1 
Ж y (1) 
ау 
——=3х+1 2 
el (2) 
dz 
—=3x+ 3 
ж rty (3) 


Solución 


Derivando la ecuación (1) se tiene: 


ах -9, 4: 


.- (4) 
d? dt ш” ( 


reemplazando (2), (3) еп (4) se tiene: 





eE. 3х+2+3х+ y de donde 
A (5) 

=6x 2 28: 
а” 4 


reemplazando (1) еп (5) se tiene: 





© 4 0, de donde r?-r-6=0 entonces: n=3; їул-2 
d? dt 
х=сүе " +сүе” dedonde y - 2.60" зше, л 
dx 
—=8 E i. 
егет» (1) 
820) 1%--% ч) 
dí 
=2x+8y-2z 9) 
Solución 
Derivando la ecuación (2) se tiene: 
4! 
A 222 (4) 
dt а 
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reemplazando (3) en (4) se tiene: 


а? ZY =-4х-162+4: ... (5) 
dt? 

reemplazando (2) en (5) 

а?у 


de --4Х-16у- 24 5 derivando esta ecuación se tiene: 
t г 


3 2 
d 260 240 


ы? қасы 
а? > аргалд” 


.„ (6) 
reemplazando (1) en (6) se tiene: 


3 
Ey ¿de ыбы» уы 0 
а: а? а 


г? +2? +16к +3 =0 de donde: (г? +16)" +2) = 0 entonces: 
ң--2; Ғғ, -4і, ғұ--4і > х=сүе * +c) cos 4t + сз sen 4t 


y= гон Үй, хас веп 41 
4 2 2 


4.1 лг 
2 е Y су sen 41+ с; со8 4 





dx 

—=2x+ y-22-1+2 „a(i 
A у-22-1+ 0) 
4у 

2-2 22(2 
Al х (2) 
Ex yate (8) 

Solución 
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' dx а?у 
De (2) se tiene ----- 
(2) 2 19 reemplazando en (1) 
а?у dy 
=> =-2-2—+y-22-1+2 
а? 27. 
27 = 29, 1+4 
22 2 y ... (4) 


de la ecuación (3) se tiene: 


dz 
: 21 417Х%2у-21-21%2 entonces; 


dz dy d*y 
2—=2—-2—-+2ў————+2—.-— Es det 

Т Шуға +2 v+1--4- 2142 

dz а?у 

PR a (5) 


derivando la ecuación (4) se tiene: 


24 Фу y Ф, 
а аг а? di 





reemplazando (6) en (5) se tiene: 


а?у 247» ау 
3 БЕЗ 
4 di 





822) 





Yg = Се! жс; Cost +С; sen! 5 Ур = А+ В de donde Ур =1 


у= се! +c, cost +c, sent+1 


х=-сүе' с) Sent “сҙ Cost 


2=1+с‚ ѕепі +c, cost 


de la ecuación x = 224 
dí 


de la ecuación (4) se tiene: 


por lo tanto la solución del sistema es: 


Ё =-сүе' -с; беп! + Су сов! 





у= сіе! +0, сов! су белі +i 


21-14Сү5611-4С, Cost 


E rel 2101 
22-ы е (1) 
Ие уже na 
E a .. (3) 
dt 
Solución 
Т dx 1 
De la ecuación (1) Y SE ... (4) 
reemplazando en (2) 
к жәен 5 dx 4 2 
------6 =х-——-1+1+е 4186 
а? dt а й 
2 
алы СЕЕ аср derivando 
dt* d 4 
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-————_— 5 == 





у de la ecuación (4) se tiene: 








.. (а) 
1. 

reemplazando (4) en (3) se tiene: 

4 _ р ! Luego la solución del si ; 
== тэглэ меро la solución del sistema es: 

4 ” 

t 
nl Ho (B) тес еее а 01 А ео 
Ж A жғ ... 6 20 
қаш Яя Ж /Т 

5 2 у= е %--6 ---е -----67-2 
io. Г.Ф 3 6 іш өм 20 
di а а e a a 
reemplazando (В) у (y) en (a) se tiene: 

3 2 2 

A ктан. Фм, ш ОРА сата RA Шаа а) 

dt  9%- de. а” й 4 

823) 2 
у шиг: 

3 2 2---(є же уу (2) 
Г 2522-72-20) AT а 

ЛА” шый! Y Solución 


resolviendo esta ecuación se tiene: De la ecuación (1) se tiene: 


p(r)=r +r?-4r-4=0 >h 22, 011, 02. 


ах : 
—— =с08/.01 integrando Іпх = 56004 К entonces: |Х-,ё 
x 
х„ =сүе ” +c,e' +c3e” y la solución particular es: 


de la ecuación (2) se tiene: 


dy to dy 
2—— =  = 
= (е кеу > 7 cosh t.y 


е! Зе“ 





-2 la solución general es: 


de "а. 


х= сег tee tce” += 4+=e* -2 d 
20 2 


—=coshtdt => 1һ у= ѕепһг+с entonces: [y= ke] 
Ї у= үед | 





de la ecuación (|) se tiene: 


sens 
2 х= kje 
La solución es: | 


у=К›е 





зепһ/ 


| | 443 
442 ucionario.net 








t 
—=е -у-5х 
824) 14 ‚ 0-19, у) 21 
AAE OE 00 900 
d 
Solución 
De la primera ecuación despejamos y es decir: 
г dx 
y=e -5ӛ5х- T ahora reemplazamos en la segunda 
2 
e' TE =e” +x-3e' FA 
d а? 
2 
E =4e' -e” 
ав». Y 
La solución de esta ecuación diferencial es: 
РЕ. 9 За» t 
25 36 826) 
= ағы жез; 
25 36 
E -30+8y (0) 
825) dy ; х(0) =6, y(0)=-2 
—=-3y-x mE 
Зу (2) 
Solución 


De (2) despejamos x es decir: x= -2-3 y 
t 











d ду dy dy dy dy 
Le2-3y)=-3%-9y+8y => y E 
Жэ dt У) dt сан 2 dt dt 

2. 

за УМ, 

аг 


sea p(r)=r?-1=0 => n=l, Ғ =-1 entonces: 


у= се! +сзе" 








х--сіе! +c * —3сүе' —3с›е * entonces: 
1 1 1-0 
х==суе -2с26 
luego: para х=6 
у= се +с)е ' уз 
6 =-4c, – 2с e =-1 |х-4е +20" 
= por lo tanto: 

-2=сү+с, с)=-1 [y =-e! -e* 

dx 

У -0) 

18 х(0) = у(0) = 1 

— = —х (2 

T (2) 

Solución 
Reemplazando (1) en (2) se tiene: 
d? 

2-3 25 22 х=0 

а а 2 
p(r)=r? +1 => n=i, Р = -і entonces: 

dx 

у= ан Жа Беліне => У-ж-АЛАвепі-- Всов! 
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827) 


446 


Ја = Асозг+ Bsent 


Luego: , 150, х=у= 1 
5 [у =-4sent + В cost > 
TZ х -сові--епі 
por lo tanto: 
1=B y =-—senI+cos! 
dx 
жщ A(x+ у) (0 
4 4 x(0)=1 , y(0)=0 
y yY 
--44---»-4 2012 
а di Ч P 


Solución 


De (1) se tiene: -4y = «рал, derivando 
t 


2 
4 ж ах 4 
4 dt? dt 


ahora reemplazando en la ecuación (2) 
dx d’x |ж ж dix dx 


- =—+4x ае donde: 
й dp? dt dt dt? di 








sea р(ғ)- r?+4r+4=0 ->т--2 de multiplicidad 2. 


х= се? +c,te ” 


dx 
como -4у- T +4x entonces: 
1 


-4y=20 e Y +сзе % -2eate +40 е ““смйсуе A 


-4у-2ае ” +(c, +2c,1)e ” 
para t=0, x=1, y=0 entonces: 


Іх-(1-2е”! 
21 


С +0 =1 Сү =)! 
= por lo tanto: 
2с, +c, -0 ер ==? Уіе 


828) 


829) 





Жазу (1) 
Іш х(0)-0, y(0)=1 
Es 

—=x (2) 

4 


Solución 


Reemplazando (2) en (1) se tiene: 


2 2 
а а 
EY 24% _5y de donde [2-42 +5=0 
а? а 4 dt 
И; Е [rn =2+1 
sea р()-г -4:45-0 => ‹ 
|” -2-1 


2 


у= се? cost+c,e? 


'sent 


E 


como === 2c,e* cost-c,e” sent +2c,e” sent+c,e" cost 
1 


х= (2с +c,)e” cost+(2c, —c,)e” sent 


para t=0,x=0, y=1 





ра с. =0 Сі = is sen! 
por lo tanto: 
сей c=- уе? cost-2e” sent 
a -- (1) 7 5 
14 ЭЕ? > E 
a ya dl >42) 
а 





Solución 


De (1) despejamos y es decir: 
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y= = —х-—1,‚, ahora reemplazando еп (2) 





d*x 




















dx 2 
— — = = Яс -- = 2 5 
2! 77 3x=4+1 = p(r)=r?+r-3=0 entonces: рага 1-0, х----, >ы 
1 1 1 1.3, 13 
r*+r+—=3+— => (ға-)” --- entonces: РЕ. 7 
ы: 2 4 Бо Ошу? О (с, +0, =0 
Ss Mts E 1/31 +3)с, – (13 +3)c, =0 
pa > gados ET ШЕ, 
52 Оле SAP AA 
523) эче ө. 2 
Xg = суе +сзе de donde с=с, =0 por lo tanto: y 
xp =4t+B => JSA => yl =0 ў 
0+A-3At-3B=4t+1 => -3At+A-3B=4t+1 entonces: а= 2101) 
830) £ x(0)=-2 , y(0)=1 
4 алау ыг (2 
-34-4 |е % ый 
4-38-1 7 
He = Solución 
9 
Хулан у De (2) despejamos х--3у a ahora reemplazamos en (1) 
t 
2 Фу” 
„з КОФЕ „нт К Ду ешопсев: 242% +2y=0 
а а? айа 4 аг 
y=—-x-t entonces: 3 n=-1+ : 
di sea p(r)=r?*+2r+2 = 
--і-і 
431-1 ысу a "27 + Шз, 4r = т 
о ы иж се * “ЗИ. -сҙе ао" 
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831) 
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4 Е р : > 
x=-3y- = 3де *cost-3c,e sent +cje™ созї+сүе * sent+ 
t 
+c,e * sent -ce * cost 
х= (—2су -c,)e * cost + (c) —2с›)е * sent 


рага t=0, x=-2,y=1 entonces: 


Mea -с +0=-2 с = x=-2e ' созї+е`' sent 


= por lo tanto: | 
сі +0 = с; = 


| уе” cost 


di ау 


еде н сй; --0) 
= : х(0)-2, у(0)--1 
13-1 =53х+2у хи) 
t 


Solución 
: 4 1 dx 
De (2) despejamos y es decir: у= % (13 уа 53х) 
al 


Ahora reemplazamos en (1) se tiene: 





1 
& Гый = жЕ. ЖЛЕ вазу 
dt dt? dt dt 
134% og tos 0 
р dt 
йшй 4% 
а? 4 





832) 


t 
x=ce" +сзе? 


p(r)=r?-8r+15=0 => ң-3, ғ =5 entonces: 


y Ta ай 5з») епіопсеѕ: у = 1 (39c,e** + б5сзе“ – 53сүе?! -53сҙе") 
2 а 2 
сі +С) =2 c =1 х=е +e” 
> por lo tanto: 5 5 
-7c +6c, =- С =1 у--Ле" +6e* 
7 | 
рг» = y ... (1) 
х(л) = -1 , у(х) Е 0 
Z orty 2) 
t t 
Solución 
Reemplazando (1) en (2) 
1 
ж dx Жо. de donde 
а аб 4 
2 Pisi 
22242540 sea p(r)=r?+1 > '! Р 
dt? EP. 


Х-с) COSI+C, sen! 


dx 
como у= — = –су sen 1 +С: 2081 entonces: 
dt 


Y =-C¡ Sen+ c, cost 


para t=1, x=-1, y=0 entonces: 


-c +0=-1 & =1 x=cost 
= б por lo tanto: 


0+c, =0 C) = y =-sent 
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4 
тл жа 


== 0 (1) 
le 2 , x(0)=-2, y(0)=1 
2—+— =senr-2 
D sen y (2) 
Solución 


Restando (2) — (1) se tiene: 


pnl 22 Увсын тын 2 
а 5 di 


reemplazando en la ecuación (1) se tiene: 


1 4?х 12 9х 
-———=е -seni+e %» 


Қа 
dt dt? t 
d? 


х ж 
ar -сові +sen!-—e 


* integrando 


р = 9011 — cost + е“ +c, integrando 


x=-—cost—sent-e *+c,1+c, 


como =-—cost—sent-e * +c,1+c, 


y =sent-e *—sent+cost-e си 


у--2е" +совт+с] 


рага t=0, x=-2, у= 1 entonces: 


[—1+0-1+су=-2 с =2 | 
=> por lo tanto: 
|-2+1+c, =1 c, =0 


x=-—cost=sent-e * +21 


y=-2e* +cos+2 








dx 2 
| y RIAS 0 бу—2 
! (0-3 
Y yaya (2) 20) 
Solución 


De la ecuación (2) se tiene: 


2 222 y =-2t-1 ecuación lineal en y 


y= рет hos (21-1Mdt+c,] 


y= е"-|е? DA Te] => уеед ед єє 


сото ¿trae? -і%3 
ї 
de 
1 Ie” 4842-1383 
dt 
d 
255 6er gje” -2-21 
І 


се шше -462 +1-1 lineal enx 
dt 2 


resolviendo la ecuación y aplicando datos se tiene: 


тела EE 


(у-2е" +1+1 
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>'ERACIONAL Y SU APLICACIÓN PARA 


LA RESOLUCION DE ECUACIONES 
DIFERENCIALES 


1. LA TRANSFORMA CION DE LAPLACE 


PROPIEDADES FUNDAMENTALES EL OBJETO Y S 
[MAGEN] 


Se llama función-objeto a una función compleja de Variable Real F(t) que cumple las 
siguientes condiciones: 


1) F(t)=0 para t<0 


2) F(t) es continua junto con sus derivadas de orden suficientemente grande en 
todo eł eje t, a excepción de algunos puntos en los que F(t) y sus derivadas 
tienen discontinuidades de primera especie, siendo finito el número tales 
puntos en cada intervalo finito del eje t. 


3) Al aumentar t, el crecimiento del modulo de la función F(t) no es superior al de 
alguna función exponencial, es decir existen unos números M > 0 у sọ >0, 


tales que "| Е()|< Me™” vt (1) 


El numero sy se llama exponente de crecimiento de la función F(t), se llama imagen de 
la función-objeto (según Laplace), la función f(s) determinada por la formula: 


ЯЙ Г Е(0е7“4 (2) 


siendo 5 > ѕо donde sy es el exponente de crecimiento de F(t). 


La ecuación (1) garantiza la existencia de la integral (2). 


La transformación (2), que hace corresponder a cada función objeto F(t) una función 
imagen f(s), se llama transformación de Laplace, lo cual se anota escribiendo: 


L(F(D) = f(s) 


Subsiste el siguiente teorema: 


454 





Si L{F(t)} = бб), en cualquiera de sus puntos de continuidad la función F(t) 56 
determina asi: 


F(Q = 5 2 fas ... (3) 


о a+ib 
жәе Геров [eros 


(la formula (2) se denomina formula de inversión para la transformación de Laplace). 


PROPIEDADES DE LA TRANSFORMACION DE LAPLACE. 


1) Propiedad de Linealidad.- 
1 (аЕ() + BG(t)) = afís) + Вв) -- (4) 
Donde L(F(t)) =f(s) y L(G(t)) = g(s) 
2) Teorema de Semejanza.- 


Para cualquier constante a. >0 
Бал 
ЕО) /(—) --. (5) 
а-а 
3) Derivación de la Función Objeto.- 
Si F'(t) es una función-objeto, se tiene: 


ЦЕ'(@)} = 5/(5)— /(0) + (6) 


Generalización.- Si F(t) tiene derivadas continuas hasta el order п en 
<0,+оо> siendo F mM) función objeto, se tiene: 


ЦЕ} =з” ASES FOs Р (0)-..-Р 9(0) ... (7) 
455 


4) 


6) 


456 


La Derivada de la Imagen.- 9) 


Es equivalente a la multiplicación de la función objeto por el argumento 
tomado con el signo menos, es decir: 


/'б)=-Р() (8) 


Generalizando.- 


/ (в) = (-)" LF) 9) 
La Integración де la Función Objeto.- 


Se reduce a la división de la imagen por s. 


18) (5) 


[кюй = .. (10) 


La Integración de la Imagen.- 10) 


Es equivalente a la división de la función-objeto por t. 


En 


[лаа = . (11) 


11) 


Teorema de la Tardanza.- 


Para cualquier numero positivo a, se tiene: 


КЕ(-а)р-е”“ f(s) ... (12) 


Teorema del Desplazamiento.- 


(Multiplicación de al función objeto por una función exponencial), para 
cualquier numero complejo Л, se tiene: 


Lfe” F(t} = (5-4) 





Teorema del Producto.- 


El produsto de dos imágenes f(s) y g(s) es también una función imagen, siendo 


10260) = [FOGU -udu ... (14) 


La integral que figura en el segundo miembro de (14) lleva el nombre de 
Convolución de las funciones F(t) y G(t) y se denota por: 


F*G= [Fac Е даш 


El teorema IX afirma que la multiplicación de las imágenes es equivalente a la 
convolución de las funciones objetos. 


f(s)g(s) = F*G ... (15) 


Teorema de la Imagen Racional.- 


Para que la imagen f(s) sea una función racional es necesario y suficiente como 
la función-objeto F(t) sea una combinación lineal de funciones de la forma: 


М (n es un numero no negativo, À es un complejo). 


Calculo de la función-objeto- 


Cuando la imagen es una fracción racional, supongamos que f(s) es una 
fracción racional propia, cuya descomposición en fracciones simple es: 


/(5) = 20285350 М, 


T (P-P) 


... (16) 


como M, y р, son números complejos, entonces: 


Ей)- уе Т ё ..‚ (17) 
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Sera una función-objeto cuya imagen es la función f(s). 917) 


En particular, si todos los polos de f(s) son simples, se tiene: 


Fl) = У Mer ... (18) 
k 


i f(s “ж 22 ез una fracción racional, siendo el grado del polinomio A(s) 918) 


Bis) 


menor que сі del polinomio B(s) la función objeto correspondiente a f(s) es: 





1 асы 
Ғ()- lim =й ТСЕ 70 .»» (19) 
о 1)! рэрь фл 5 
donde s, son los polos de F(s), n, son sus ordenes de multiplicidad y la suma 919) 


se extiende a todos los polos de f(s) son simples, la formula (19) se simplifica y 
toma la forma: 


А(5,) St 
EU СЕ р 
ш байн 


En los siguientes ejercicios hay que hallar la imagen de la función objeto dada: 


915) Е()-12-2:-2 


Solución 
Ї(Е(1)) = E AS = f(s) 
916) Е()-17-44244 
Solución 
(5) = ЦЕ(уу- Ці? + аа Жа ере гн еф 
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Е() = (1—2)? u(t-2) 














Solución 
244 be ™ 
/(5) = LFO} = 0-2) ut- =e Lt} = 27428 
Е(д-і:-е" 
Solución 
Ще *)= ! > іе) = 
d уе” (з +)? 
Е(ї) = (1+ 2уе' 
Solución 
Е() =t e +2te' 
(5) = Ці2е! +2te'} = En” - 4 цене) Ge 
des MÁ йы 2 Ж SER 
Жо Ppa = + = 
ds? 5-1 ds 5-1 (8-1) (8-02 (s-1 
por lo tanto: f(s) =L{t e" +2te'} = т F 


F(t) = cosh? at 





Solución 
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1 lar , ¿la | 1 2 
--Ї 2) = - 
78) 4 e бш 2 222 (s+2a) 2 





57-28 
Шэн s(s? 4a? y 
921) Е(0-1-1/ ийг-1)е"" 
Solución 


2 
LE (0) = “Le БТ" ute га) - 
45 











шал, ые A MAD } 
ds? 5+1 ds (s+1)? (s+1? 
922) Це“ sen Вг} 
Solución 
Lísen fi) = 32 > > Ше“ sen fi) КОРЫР 
923)  F(t)=e* еов3/ сов 44 
Solución 


cos 31 cos 4t = ; (eos 7t + cost) 


$ 


2 


14со5 31 cos 4t) = > Los 71 +соѕ} = 52 +——) 
“+49 57-1 


s-3 г. 3-3 
(s-3%+9 (s-D5+1 





L(? cos 3t cos 41) = : [ 
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Е()-е 7“ sen(t —aJu(t-a) 
Solución 


Тазы 


L(F(0) = e “ Lfe* sent) = СД. 
Е(1) =е?' sen(t+ 22 
Solución 


sen(t еді = 2 (sen t +cost) 


5+1 


L(sen(t + 2) = F L{sent +cost} = "Бо? чу 


5+1 


(52 —45 + 5) 





Lfe” ѕеп(: + D= 


F(t) =e” cos(t+ В), В>0 
Solución 


cos(t + В) = сов В cost —sen p sent entonces: 


L{cos(t + В)} = cos 8-; e 8 сөр Ё колле 


s +1 ES 


4 (s-a)cos p -sen 8 
Lie” cos(t + 3)} = — Зан. 


рц) = 88 
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928) 


929) 


930) 


931) 
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Solución 











o du ЕЛ 1 
Lísent = => E Seny = = ш---- = 25 
{зеп г} EE: { > } (Их... arctg // 2 arctg 5 ага(-) 
Е()- гн E 
Solución 


E ay > мА rg) 
t 5 І s+A 


F(t) = sen 5t sen 21 


Solución 
1 
sen 5/ sen 21 = 2 (eos 37 —cos 77) entonces: 


ғ 





Цвепбвеад) -114сов 31 cos TA E (e 
2 2 00 49 


5 205 
s*+585? +141 


F(t) =sen? 2t 


Solución 





Lísen? 21) = 141-соз4г} =i- Jea 
2 2 $ 2-16 s(s? +16) 


F(t) =t совһ! 


Solución 





932) 


933) 


934) 





e+e” 1d Р 2 
Lftcosk 1) = Lft -----ЇДЦЄ +e 
(г cosk 1) = 14 > ) 2 ds { } 
„Ан ш кс дал: 
As э, 2% 52-1 


5252-1-25? _ 5? +1 
(32-02 (52-1) 





F(t) =tsent 


Solución 





d d*i 2s 
Líftsent) = —— L (== ОЕ a СД 
аш ds ша ЖЫ Ер (224-1)? 


Е (г) = соз 2t cos 4t 


Solución 





cos21cos41 = > (6cosér + сов21) 


1 1 5 5 
L{cos 2t cos 41) = — L{6 cos 61 + cos 2t} = — ( + 
{ ! 2 ( 25236 5744 











= s? +205 
5° +405+144 
F(t) = cos? 4t 
Solución 
Моа 44 e сова дай с 8? #32 
cos = — L{l+cos 8t} = — = 
2 25 2:64  s(s? +64) 
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En los siguientes ejercicios están dados las imágenes y hay que hallar las funciones- 
objeto correspondientes. 











25+3 
935) Ла 
57-545” +55 
Solución 
4: 25-3 
O а-ы Ы 
3 44s? +55 
кеткен мерек е 
5 5 (s+2)%+1 (з+2)°+1 
Е@) = 73-302 сош-2е 2 sent) 
936) / o (a es una constante) 939) 
a 
Solución 
27-722 2 
5-жа 1 2а 
П) р nr rt 
(52 -а2)2 sig (s? =a?) 
aplicando convolución se tiene: 
1 1 s? +a? 
FO=L {/(зуу= LES 
(8--45 
| 2а? 
=L! -+ ) =1cosh аг 
fa (52 -а2) 
k! 
937) s) = —— 
ШІ 5 
Solución 
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Como (F(1))=L(%) = ла 


k 


Е() =1* =D A FL са ЭР” Т Cin t 
2 
E е3) 
Solución 
2 1 1 
ш----------- - —— + — 
qa (5-1)(5 – 3) а =з 
Е()= ГЇ ES +14 ш-е +e” 
35+19 
тт 
Solución 
> ` шан s+2+— 
3 3 
sæ => е" же : ) 
27:32 EA @+2)° + Me 
2 326. 1 
O AAA АТ 
(mate 1 (542) += 
2 2 
Е() =" cos Ї өн sen ІШ 
s) = —— 
лэ (52 +5+1)? 
Solución 
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(з) =—; 








= h(s)g(s) 


2... +5+1 


3 Гносс- —u)du donde 


“Ч +5+ БИТ 
43 


)=H()=e “© 





а 1 
гі 
Сэ 


үз 


ІҢ }= ба) =e”? sens 





52541 


mita. = е sen S 43 


(s*+5+1)? ue 2 seno 221 юм 


-58 a y 43, 2 ап М 


нее le сов-! 
2813 2 


Ї 











941 === 
› ш (s-D*(s+2) 
Solución 
ш 8 уд е уу 
E s+ a 9592 ГОР 
Е(у--17 ТЕЖ. al - ы 

(г) SL os ме iio (e e' Зе?) 
942) so 
-35* +2 


Solución 


252 - 2/25 7 252 -2./25 


76) "FAP ae» 
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943) 


944) 


945) 


теті СМЕЕ Жата -2/2 72-1. 4241 
1297 з +-/2 5-І 8-1 лл ГЕ s+1 


(2202 0-1,2 +1 por lo tanto: | 
7 5-1 5-1 | 











Fl) = 2/20" +002 -e «(1241 
































E Бе 
52 +s+! 
Solución 
5 1 қ 1 22.00 ж 
F) = 17 L == sen —1 
ы. эсэн 5 ‚туг, Бук Ж. 2 
2 2 
1 
Гб) = 
5-1 
Solución | 





Joi (54484145 44) 5-1 541 545 


15414 1 
Гбу--І----з-і entonces: 
2151-1741 


Ер = : s 





TFL > ЁО) (osht -sen t) 








-25 
56 
Fs) = 
52 +4 
Solución 
қ ser 
LU) =з => LG) =sen(21-4Ju(t-2) 
s +4 s +4 
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94б) 


947) 


948) 
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ес !1 





жіне; 
249 


Solución 


а 1 1 > et? 
19 = —ѕеп3г > L’ 
i 1,9 3 (5 








М. Е аа ЗЕЕ: 
о 2044 5) 


s? +952 +275+25 


ES (s+1D*(5+2)? 


Solución 


1 


(ЖЕ = лын 
(s+D? (s+2) 





6 


Е(у-17Ч - 
(з +1)? E +2)? 


6.71707 =}+е эр = 





F(O)=3e "t? +10? 


25+5 


MO ы 2 
52 -6s+12 


Solución 


25+5 2(5-3 
Айза АҒЫ entonces: 
5° —бз+12  (s-3)"+3 


AA E 1 ил сУЗР- 


Г! 
“ЕЭ +з (5-3) кз 


Ей) = 2e* сов-/3 + de беп 4/31 


Л 





май 5“ Шоу —3 


Solución 


1 | 
SA ай (5? +35? —1) 


1 1 
кише 


7.6603 





унаа, 22 
> s23 





Ғ(д- ) 





Е(ї) = бегім -son 84) 





е 
1-5 
Solución 


1 -I pE 2 > 3 3 
> AA) 


3 3 
201705: АЖ) 
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[ECUACIONES DIFERENCIALES DE COEFICIENTE] | „Эм a Са: 
a) AE ә (5 + 2)(5 +3) 


CONSTANTES: 





a 7?) ! 
б = Га. сл A (есте. == 
Consideremos una ecuación diferencial lineal de segundo orden de coeficientes єш@псез: «0 G + 2)(5+ 3) +2 5+3 
constantes. 
„їч а-ы 
x(t) арх (t) ta xlt) = fO CNT x(t)=e -е 
y las condiciones iniciales x(0) = хо, x'(0)= ху, se toma la Transformada de Laplace 952) х'-3х= 315 +312 +2t+1, x(0)=-1 
en la ecuación (1) es decir: ола 
Цх” (1) саүх (1) +азх(г)}= LFO}, por propiedades se tiene: 
| 4 á 14х”-3х) = Liar? +30? +21+1} 
5 °х(з)— эх' (0) — х(0) + а х(х)— a, x(0)+a>x(s) = F(s) са: 
зх(5)-х(0)-3х(5) EA Ын 
(5 +a; +аз)х(ѕ) = F(s) + xos +x; +аух\ 3 
18:26: Els 
т» A ғар EA ай; 1 
з Жауға; 





ahora tomamos la transformada inversa. x(s)= Ре» 5 Ез сс 9) Ж. 52(5—3) Ч 5(5-3) ЕТЕ 


Е(8)4-хо54-Х| + аух, 





Е) 
x(1) = 1 { -s +s? +252 +65+18 


2 
5 Жа, ға; ха) = 1“ 3) 


} 


que es la solución general de la ecuación diferencial. 
3 2 5 POR AD 
-(% +25" +48+655-3), ¡111,2 ,4,0 
Resolver las siguientes ecuaciones: = Нарса з. Es í s? & Санг» 
951)  x'+3x=e™, x(0)=0 
xo) = 487 +21? +21+1) 
Solución 


Aplicando la Transformada de Laplace se tiene: x'-x = cost -sent , x(0)=0 


Цх'+3х}= Le?) Solución 


471 
470 





954) 


955) 


472 


L(x'-x) = Lícost-sent) entonces: 

















| 1 
sx(s) -x(0)-x(8) =-3 
s +l 82-1 
(s-1)x(s) 223 > x(s) : enton (0) =17 } 
= = CES: х = 
s*+1 х 52 +1 
рог lo tanto: x(t) = ѕепг 


x+x=2sent, х(0) = 0 


Solución 





L{x'-x} = L(Q sent) 








sx(s)=x0)+x)=2- > (6-1x(s) = 2 
8241 га 
x(s) = 2 = 1 - ы + 1 
(5-1)52-41) 5+1 541 52441 
-1 1 85 
х=! а 


— Y — 
591 5221, 2564 


х() =e" —cost+sent 


2x'+6x=te *, х(0) = -5 





Solución 
Lix} = Lite *y 
25х(8)-2х(0)-6х(5) = z entonces: (25--6)х(5)- | 
(5-3) (з +3)? 





956) 


957) 


1 1 





| | entonces  x(1)=L М 














х(5)------- - | 
9 a(s+3) s(s+3) s(s+3)) s(s+3) 
5: 1 225 -3,2 єг" 
Ne 14——} – entonces: х(1)- - 
куе ja : 
х''+4х'+3х=1‚ x(0)=3, х(0)--2 
Solución 





Іх +4х+3х} = L(1) 


52х(5) —sx' (0) -x(0)+4sx(s)-4x(0)+3x(5) = : 


(5? +45+3)х(5) = 5 -2х-7 entonces: 








SR "225 77! 97-3 2 
іше et дү эн 2200-2125 -- ше ЁС 
(s*+45+3)5 5(5+1)(5+3) 3s 5+1 3(5-3) 
3 
¡e ips ali = 
35 8-1 3(5+3) 


1 - 2 з 
1) = —-3е' +е 
ын 3 3 


х''-2х'+2х=1,‚ х(0) ==, х(0)-0 


вэ | - 


Solución 


14х"-2ХЧ2х| = L(1) 


8 x(x) – 5200) – х(0) – 25х(5) + 2х(0) + 2х(5) = - 
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958) 


959) 


474 





2 | s 2-57-25 | 

(5% — 25+2)x(5) = AA entonces: 824434 5565 = "т 960) 
х(ї) = Г! зал = әм por lo tanto: х(1)- JA 

25 2 2 
Х''—5х'+6х =12, x(0)=2, х(0)-0 

Solución 

L(x"—5x"+6x) = 1412) 
5 2 x(x) —– 50(0) – х'(0) – 55х(5) + 5х(0) + 6х(5) = Р 
(s? — 5s +6)x(s) = ч. 25-10 entonces: 
x(s)= 28? -109+12 = % => х=! Es =2 entonces: x(t)=2 961) 


s(s  —55+6) 5 
х''+3х'-1=0‚ x(0)=0, x(0)== 


Solución 


Líx''+3x'—1)=0 entonces: 
s? x(S) —sx(0) — x'(0)+3sx(s) -3x(0) = 2 
y 


s+3 1 


(22-435) (е) = +1 > х(5)--------- 
s 3 SSF) 358 


ar” ll =1  porlo tanto: x(t) => 
$ 


www.elsolucionario.net 


х'—2х+\=0‚, 0) =х00)=5 


Solución 





Líx"-2x+1)=0 entonces: 
32х(5)-50)-50) 2) + 200) 0 
5 


(57 — 25)х(5) = dl entonces: 
57222272 


5-2Хх-41). 841 1 1 
A z да. TR узан» 
25(55-28) 257 28 25 


ан 1 l r 1+1 
у + ш--% rlo tanto: x(t) = — 
0 A RP (-- 





х+3х+2х= 212 +1, х(0)-4, х(0)--3 
Solución 
14х'+3х+2х} = 101? +1) 


s*x(s) —sx(0) – x' (0) + 35х(5) – 3х(0) + 2х(5) = : si 
ES 


(5? +35+2)х(5) a + 1 +4s+9 entonces: 
5 5 


454 9х3 55254 _ (+ 2)(з +1)(45° -3s +2) 


(з + 2)(5 + 1)х(5) = 5 т 
5 5 
аЗ. 
ха)-----%- 
(s) ХОЛИН 
х()-4:45 ай 24 41 por lo tanto: х() =4-31 +1? 
S s 5 
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962) 


963) 
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x''-2x'-3x=3+7t+3t°, х(0)-х(0)-1 (82 1910) = 2112 + 25-6; entonces: 
5 
Solución 
25? -65? -5s-14 52 18281 
A AR A 2-5, ШИА ЧЕ сера ч 
14х"-2х-3хү-143--7:4342) entonces: x(s) = 11227) p таты АШ 
2 , 8. 1.6 гек к 1 220001 
s“x(s)—sx(0) -x (0)-25х(5)--2х(0)-3х(5)--%--%-- ха)=Г\!{—+—+—+——;} por lo tanto: — x(t)=1+1t+1" +e 
S S 5 5 52 ҒЫ 5-7 
2 
(42-23) 1-2- Ae ешопсев: Я 
Ё 964)  хэ20-6/7,х(0)-0, х(0)-2 
2 Қ : 
(52-2х-3)х(5) = сугы -5+1 Solución 
$ 
Ж sem L{x''+2x'} = L{6t°} entonces: 
=s +5 +357 +75+6 
(5 — 3)(5+1)х(5) = к= =—— == a 
5 
52х(5) —sx(0) - x"(0)+ 25х(%)-2х(0) = үл 
-sf +s? +3s°+7s+6 52 +5+2 
МӘ осн) “ШШШ | 
57(%-3)5- 3 
(52 +2200) = 5+5 entonces: 
Ж 
Кл 1572 2 
XOSE НУ) entonces: —x(1)=-—(1* +t+1) 
5 eS 52472 5,1 274 
022525 ЖЕТСЕ A 
AM Ка) 2450 50-5 
х"'—7х'=—(14+5), x(0)=2, х(0)-8 


2 


ЛЕТ ӨК 
Solución х(ї) = э 15 be == 2) entonces: x(t) = 2 t= 2 141 
5 


L(x""-7x') = —L(14t+5) entonces: 


| 
хчбкег, х0)-0, Х(0)--36 


Solución 
-ӛз-14 


9 
с 


5 





(52 — 75)х(5)—25—8+14 = L{x"+6x'} = 40) 7 
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966) 
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5 2 (5) —sx(0) — x'(0)+6sx(s)-6x(0) = E 
5 


25.7 
(s +6зул(зу= 1-1-2 38 
5 31036 365: 











x(s)== 5 28 __(5+6)(5 — 6) 

3652(52 +6) | 368 (546) 

5-6 1 1 
Х(3) лт = - ұ%-у entonces: 

65 3687 5 

А 1 1 12758 Жы 
х() =L Ч- %--) porlotanto: (х()----4--- 

зє 68 2 Ч 36 12 36 


Х''+х = 26", x(0)=1, х(0)-2 


Solución 


Líx"+x)=-L(2e') entonces: 


s*x(s)-sx(0)-x"(0)+x(s) = a 
5 РЕЧ 


(s? +1) (5) -5-2 = 2 entonces: 
5 - 


825 1 1 
(«== == Ее 
(5-1(52-1) 5-1 5241 


1 


ЕЗГІ 





1 
х() -1 1227 } =е' +ѕепг porlotanto: x(f)=e' +sent 


967) 


968) 


(EJ (722 А, 21 = П зайн 
7%Мх-(-22е ‚ x(0)=2, x"(0) == | 


Solución 











L(x"+14x") = L(G ye) 


i | 
(842)? 45+2) 





75?х(з)— 75х(0) – 7х'(0) + 145х(5) –14х(0) = 


(нызы айын E ман 
8 4(5-2)” 
3 2 

6715? +13385 +896 
(752 +145)x(s) = Цэг ЛЭН 
8(5--2) 
211253 +67152 +13385 +896 

56s(s +2)” 


entonces: 





x(s) 


3 2 
11257 +6715 054-896, bis 12:41) -и 


к жі 
жо S6s(s +2)? 56 


х'-4х'+4х -(1-1)е7, х(0) = 0, х'(0) =1 
Solución 
L{x''—4x'+4x} = L((t-1)e?) entonces: 


s*x(s)-sx(0) —x"(0) —4sx(s) +4x(0)+4x(5) = седі - -; 


l 1 
(s? -48-4)х(8) 5. жады 
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969) 


970) 


480 


s? —55+7 


Жап (3822) 


entonces: 


=5s+7 [2 ж 
y = 2 z +e” por lo tanto; х0) = Ene” 





х() = 1) E 
(s- 


4х'-4х'+х =е''?, x(0)=-2, х(0)-0 


Solución 

















971) 
144х"-4х"-х) -14е"72) entonces: 
48 2х(5)- 45х(0)-4х (0) – 4sx(s)+ 4x(0) + х(ғ) = ! | 
5 E 
(454 Dto) 85 pa ы “ид x(s) = MM, 
25- (25-1)! “От 1 
х() -1/Ч ЭК”. por lo tanto: x(t) = E м-2)е”2 
Ж. 1)” (25- 1)? 
х''+3х'+2х =e +e Y, x(0)=2, х(0)--3 
Solución 
L{x''+3x'+2x} = L{e™ же“) entonces: 972) 





s?x(s)—sx(0)—x' (0)+ 3sx(5)-3x(0) + 2x(s)=—— + — 
5+1 s+2 


2s+3 


2 +35+2)х(з)- Li 
(s* +35+2)x(s)-25+3-6 (53142) 





s*x(s) -sx(0) -x'(0)+4s(5)-4x(0)+4x(5) = i 2 
5 5 


(2з +3)(5? +35+3) (25-3): +3s +3) 





x(s) =- entonces х()-11 2 
ы (5-1) (5-2) (541) (s+2y 
1 1 1 
х=" {=н A ше = 
м ыг (s+1)? 5+2 (542) 
х(1) -е” меже -te” porlotanto: х()-014067-0-0677 


х''-х'—-6х = бе” +2e” , x(0)=0, x'(0) = ы 
Solución 


14х"-х"-6х) = L(6e* +2e ”} entonces: 


51х(5)-5х(0)-х(0)- sx(s)+x(0)- E E 
5-3 542 

6 2 4 

бенон ре ерун 


2105? 225507) 1,-2032-22%-27) 





= =L 
x(s) 5-3 5 (+2) 7 entonces x(t) { 5-3) 5 (6:2) > 
x(t) = ыг УР ЕЯ oR por lo tanto: x(t) = lére” 20е] 


xxx =12e 7, x(0)=x"(0)=0 
Solución 


LAx""+4x'+4x) --142-вс75) entonces: 





+2)? 
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973) 


974) 


482 


х(5) 


(s? +4s +4)х(5) = вээ 
(5 


+2)? 7 (з + 2) 





2 
J 


blo 
А ХЫ -2е 71 us =—e? 
(s+2) ) 2 12 


уг БМ 
te” 


or lo tanto: x(t) = 
p (0) 12 





x''—x'= 2sent , x(0)=2, х'(0)=0 


Solución 





1(х"-х") = L{2 sent} entonces: 


5 25) —5Х(0)— x' (0) — sx(s)+x(0)= 








3901 
— 3 — 
(52 +5)x(s) = 22-45 “= CN 
57-1 (57-5)(57--1) 
24 1 5 1 
x(1) = L {—— + = } porlotanto: x(t)=e' +cost -sent 





ЗУ ҮЛҮ 


хч+9х =18cos3t, x(0) = 0, x'(0)=9 
Solución 


L{x''+9x} = 18L{cos3} entonces: 








s’ x(s) -sx(0) – x' (0) +9x(s) = ` 
s“ + 
2 18 
(5° +9x(s) = 5 +9 entonces: 
s +9 

2 2 
«ун 9(5 ёл 2217) ж ў st 

(s“ +9) (5° +9)“ 
por lo tanto: x(t) = 3(1 +1) sen 3t 





975) хна E A 





‚ x(0)=0, Хов 


Solución 


чан act: YE 





| entonces: 


45 1 


$ +4 os +4 





s*x(s) —sx(0) — x'(0)+4x(5) = 








2 — 
(5? +4)x(s) = t 1 +1! = а 5 Ta pa 
s +4 8 8(s* +4) 
2 
1,5 +325-4 cos 21 
x(t) =L A A por lo tanto: x(t) = (sen 21 + ——) 
8052 +4)? в 


976) х''+2х'+3х -ісові, х(0)- -1 , Х(0)-0 


Solución 


L{x''+2x'+3x} = L{tcəst} entonces: 


2 
-1 
52%) —зх(0)- x'(0)+25x(s) —2x(0)+3x(5) = 
(#° +1) 
2 57-22 se | 
(5 Оа) ЕЕЕ z entonces: 
4 4 (52 +1) 
5 4 3 5 4 3 
s +25 +25 +5+6 E 57-528 +25 +5+6 
A A IA ЖЫ 
4(s* +25+3)(5< +1) 4(87--258--3)(57 +1) 


ж ох@)= (cost +sen!) 
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5-2 





977) х"-2хЧ10х -сов3!, x(0)=1, х(0)- 5 
Solución 
L{x''—2x'+10x} = L{cos 31) entonces: 
s? x(s)=sx(0) -x' (0) -2sx(s)+2x(0)+10x(s) = — 
s +9 
2 18 5 
52-25-10)х(3)-з---%2--- 
( ls 525417 
375? +3735 — 494 — 565° 
x(s) = 5 5 entonces: 
37(s* +9Xs* -2s +10) 
3 ояи 
х(1) = 1. } ыш жы ү por lo tanto: 
37(5: +9)(52 — 25 +10) 
1 
e (36е +1)cos 31 — бѕеп 31 
37 
978) — x"-4x+5x=2e” (sent +cost), х(0)-1, х(0)-2 
Solución 
L(x"—4x'+5x) = 2L{e” (sent+cot)) entonces: 
5 2 (5) = 5х(0) — x' (0) — 45х(5) + 4x(0) + 5x(5) = 21 
484 


3 + з 1 
(5-2) 41 (8-2) +1 


www,.el 


979) 


980) 


lucionario.net 


2 21 
(55, ns Зан ЗЕ 
(5-2)4-1 
55—652 +115-12 
(52-45-5)51 -45+5) 


52 – 6х2 +115 —12 


— уа x(t) = ЕЭ { 
((s-2)* +1)(5* —4х+5) 


x(s) = 


`~ x(t) =[(1—1) cost +(1+1)sen Пе? 


х""-х"-0, х(0) = 1, х(0)-3, х'"(0) = 2 
Solución 


L(x""-x"")=L(0; entonces: 
з%х(з)—5°х(0)—5х'(0)—х''(0)—з°х(з) + зх(0) + х(0) =0 
(s? -s?)x(s)-s° -3%-2%8-3-0 entonces: 


2 42s- 1 2 
Баа а = а entonces: 


х{5) = 
БЕ ia ТОГ 


ҒЫ 


ха)- T Жж. => por lo tanto: 
5 — 


x(1) =-1+1+2e' 
СИ 


1 
х'''-4х'=1‚ x(0)=0, SO E х''(0)=0 


Solución 





Щх"-4х'} = Ц} 


sx(s)-s?x(0)-sx'(0)-x""(0) -4sx(s) +4x(0) -1 
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981) 
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(з? —45)х(з)+ 


ә | 


5 
4 


— 2 — 
МЕ аш РЧ S 2)(5 +2) 28 1 
4s(s” —45) 4s“ (s-2)(s+2) 4s 





il і t 
Ое па. E Е or lo tanto: 1 = –-— 
0) ta == Рогіо tanto: х0)--2 


х'"+х'—2х = 5е', x(0)=0, х(0)-1, х"(0)-2 


Solución 


14х""-х"-2х) = L{5e'} entonces: 


57х(5)-51х(0)-өх(0)-х"(0)-х(5)-зх(0)-х(0)-2х(%) =— 


(9 +s? 2) 9212 
Ed 


(s? +s? —2)х(5) = 54342 entonces: 
5- 


52 +25+2 52 +25+2 
х) = ——— Ие 
s +5°—2 (5-1)(5< + 25+ 2) 
ха)--- = х()-17 сү por lo tanto:  х()-6" 


982) 


983) 


х''+х = 82 sen(t + 5 \, x(0)=0, <(0)--4 
Solución 


Lx +x} = 8/2L(sen(t + p! entonces: 











51 
ca 74 
Ms PR 
(32 +1)x(5) = 8( 4 dj MEE 
s +1 
— 2 ас — 
х(ѕ) = TE mediante convolusión 
(87-1 
х(ї) = Г A 5 АН. іе ленеді 
+ 


por Іо tanto: х(1)- І(зеп1- cost) 


x44x=2c08? 1, сх(0) = x(0) = 0 


Solución 


L{x''+4x} = 2L(cos? t} 








s*x(s) = 5х(0) – х'(0) + 4х(5) = 1, = 
4 5 52-4 
Us? +2) и 2As*+2) 1 2 
(5? +4)х(з) = ы. entonces: х(5)- Р Р Г ағы 
487 








984) 


488 


aplicando el teorema de convolución se tiene: 





1 2 
= — 4 entonces: 


х() = MU G— -; 
5+4 (5 +4) 


Х''+х'=1, x(0)=0, х(0)-! 
Solución 


L{x''+x'} = LG) entonces: 
s? (х) – зх(0)- x' (0) + sx(s)-x(0) = E 
5 


05 вух) = ‚+1 ы с 
5(87 +s) 


1 
х(ї) =1, че} =t рого tanto: x(t)=t 
5 


х(1) = - (l =cos 27 +t sen 21) 


ml 
52 





ISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES 


Supongamos que se necesita hallar la solución de un sistema de dos ecuaciones 
diferenciales lineales de coeficientes constantes. 








1. 
E =ax+b y + Л) 
.. (1) 





dy 
= =а›х+Ь,у+ f2(t) 
dt 





que cumple las condiciones iniciales: х(0) = хо, y(0)= yo 


ahora se toma la transformada al sistema de ecuaciones diferenciales 


[UE за цаа Lts AO 


(ид а:Цх)% Му) 47:10) 


5х(5) -а,х(5) +b y(s) F; (t) + Хо 
sy(s) = ах(з) +Ь› y(s)+ F¿(0) + уо 
mediante la regla de Cramer se tiene: 
рй -Қө 150 = 1740) 
y(s) = #(5) Їнэ =L"(y(5)) 
y se obtiene la solución del sistema lineal de ecuaciones diferenciales. 
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En los siguientes ejercicios hay que resolver los sistemas de ecuaciones por el 
método operacional (Transformación de Laplace). 


де 
+ y = () 
985) 14 : x(0)=2, y(0)=0 

—+x=0 

dt 
Solución 
e 
БСр цээр шал 
5у(5) – у(0)+ х(5) =0 


а 
ц) +L(y)=0 


A ‚ por la regla de Cramer 


reemplazando datos pi +5y(5)=0 


2 1 
0 ES 
1 











ds) === > x(t) =D Ux(s) =D" ( 44 } = 2созһг=е' +e" 
il se s-i 
1 
piia. ма 
у@)=е *-е' 
| +х-зу=о 
986) 14 ; х0) =у(0)=1 
СЭРЖ 


Solución 





Tomando Transformada de Laplace 
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>, de 
ШУ -1(х)-214у)-0 sx(s)-x(0)+x(5)-2y(5) -0 
y зу(5)- y(0)+x(5)+4y(5) =0 


[ure +4L{y)=0 


, por la regla de Cramer 


(5+ 1)х(5) – 2у(5) =1 
(х) +(5+4)у(5) =1 














5 3 2 21 -3r 
= Sp =5 = Зе -2е 
yO =1 E 2 ж 


x(t) =4e * -3e* 


r lo tanto: 
5. | y(t)=3e * -20* 


(4 ; x(0)=y(0)=1 


Solución 
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dx 
Ктр) З Ыт -0 


ца =2L(x)+2L(p) sy(s)- у(0) -2x(s)-2y(s) =0 


sx(s)+y(s) =1 

















|05 -2)y(s) -2x(s) = г por la regla de Cramer 
1 ү 
1 26 -= 2- 
s 11 (аҚ ему уй АНТЕ 
-2 5- 
л -Í ы 1 
хі) ЕЗ уағы de раты 
маа «үл. е” соѕг – 2е' sent 
21 
21 Ч 
уб)= n al 14 
5 й (5-1) +1 (з —1) +1 Ску 
-2 s- 





у) = 174—2 1 


б олма" cost+3e' sent 
5-)4-1 (5-1) + 


х(ї) =e' cost – 2е' sent 


Крга. 
y(t) =e" cost + Зе' sent 
Ёс 2у = 
988) ; х(0)-2, y(0)=3 
----2х-4 
Solución 
492 


шар + 2L{y} = Цэ} 


“2 





5х(8)-х(0)2у(з)--; 





a 


ж- 


ala 


sy(s)- y(0)-2x(5)= 





|а) -2L{x} = 4} 


sx(s)+2y(5) = 5 2 
5 





| ғ. por la regla de Cramer 
- 2х(5)+ ѕу(ѕ) = —+3 
5 


a 
5 


ed 5 
1 5 25 65+ 5 
ыра арР РЕНЕА 
5 | 8244 з(з^+4) 

5 


z2 








8 3 3s Ч 12 
4244 2х (554 БТА 





х(5) 2 


Ss 3 12 


х()-17Ч 
5244 25 52-4 








х(1) =5cos21-3-12sen 21 





5 2.2 
8 
4 
-2 —+3 
q E О. таа Н 
5 52-4 s’ (s? +4) 
-2 5 
35-8 6 3 13 
уб) = 1 e — } = 1+3 сов 21+ ——веп 21 
52+4 52(52+4) 2 4 


3 13 
1) =—1+3 сов 21+ — sen 21 
у0)= 2 сл 
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сїопапо.пе! 











989) 


494 


dx r 
—+x= Y + 








di 
5 х(0) = = 
А 5, (0) = у(0) = 1 К 
у=х+е 
dt 
Solución 


жік AS 
н +) -цэн-це) [0-0)+x5) = уі 

dy ЖУ Ч 
LEP Ду} = Щх}+ Це!) 





зу(в)— у(0)+ y(s) = “а-ы 
5 -- 


(s+1)x(5) – y(s) = „М, 

J , por la regla de Cramer 

(s+1)y(s)-x(s) = сэр" 
5 — 











ind 1 ҮЭ 
зей) | : 
1 5 
—+1 521 EH + 
күйге rr a з 
411 (8-12-1- (%-1):2 25) 
-1 s+ 
к) 1 ә а) ре 
5+1 аы, 
5-4 
ы 152, % 
y(s) = SSL ie $° +25 23 
841 -Ц 1(86-12-1(5-1) 5-1 
-1 54 
ЭД | БЕТ 
У()-1 [уу те! porlo tanto: q) =e 
4 Уй) =е' 








Е. ғ, Pi 
ГЖ. ; х(0) =у(0) =0 
ау dv, 
2--4-5-4 ¿y =0031 
d dt 
Solución 





а : 
ЕЗБЕ = L{y}+ L{e'} 
. ¡e к. , Operando tenemos 
= + l 4) +2 L(yj = L{cost} 
dt dt 


5х(5)- х(0)--зу(5)- у(0) = y(s)+ = 








ЕС —2x(0) + зу(з)— у(0)+2у(з) = + 
s +l 


1 
sx(s)+ (s —1)y(s) = == 





, por la regla de Cramer 





ao 85 2)y(s) = 5 
ОЕР 


s-1 Б 
5-2 S +5 
5 5-2 + > 
К 52-1 8-1 5241 
х(5) = = 3 
-(52-48) 











s 5-1 








25 5-2 


2s? +s +1) 


"е — (5 —1)(5^ +1)(з^ —45) а 


1! 11 35 5 
— + = = + 5 
25 5-1 34(s-4) 17(s?+1) 17(s° +1) 





cionario.net 495 





991) 


496 





1 3 
x(1) = е-е" -cost+ 5 sen’ 
2 17 








“от 
e нис Оо! 
(a? -48) 
2 2 
у) фе ей tÉ cost- sent 


= уч 2 


ж. 
di 
dy 
эе, 2024 : -x(0)=1 , y(0)=2 , z(0) =3 
2 
—=Xx+2Z 
dt 
Solución 


ах 
БЖ = L{y}- 142} 
к - х(0) = у(з)— 2(5) 


4 
! цоо) -14х)-1Цу) => | sy(s) — y (0) = x(s)+ y(s) 


de 52(5)- 2(0) = х(5) + 2(5) 
427) = L{x} + L{z} 


sxis)- yis)+z{s)=1 
-Х(85)-(х41)у(5)-2 , por la regla de Cramer 
—x(s)+(s +1)z(s) = 3 


¡2 2+1 0 
| 0 541  (s+10?-(s+1) 
A с --— F тті 
1 1 s(s+1) 
-1 841 0 
-1 0 5+1 


үс : 
Е 3 => x) =L'{—}=e" 
үкі 5+1 





Ұмы, 1 
-1 2 0 
: -1 3 5-1 25%5-1)ы-5 2 2 
AR ло у 2 
s -l 1 s(s+1)? 541 (541) 
-1 8-1 0 
-1 0 5841 
у()- Тс - ——у}=2е +e ч 
ӘЗІР G s+1)? 
s -1 1 
-1 s+1 2 
БЇЇ 708 23 35(5+1)+5 3 1 
2(5) 3 илж л ши ск, сыекча 1 
s =l 1 s(s+1)? 5-1 (5+1) 
-1 841 0 
-1 0 5+1 
Д-ге l 2) 367 ет 
5+1 (8541) 
х()-6 





=} 


La solución es: 1 у(г) = 2е' 416616 


31 





2(ї) = 3е' +1e 
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992) {——=17 > х(0)-5, у(0)-0, z(0)=r 


Solución 





LH 
[ 5Х(5)-3(0) = 4y(s)+ z(5) 
\5У(5)— у(0) = 2(5) 
52(5)-2(0) =4у() 





ца = Мг) = 





d 
ц) = 4145} 


5х(5) – 4у(5) – 2(5) = 5 
5у(5) – 2(5) = 0 ‚ рог la regla de Cramer 
К) +sz(s)=4 





5 -4 -1 

0 5 - 

4 4 05] 152" йх-4 
NAAA 

s -4 -| s(s” -4) 

0 s - 

0 -4 s 


1 ізде жеге 
58 8-2 5 
x(t) =1+3е2 +e” 
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993) 


5 а) - 

0 0-І 

04 5 45 4 ! 2 сай 
жон E 

0: s - 

0 -4 s 


рі 1 -. 1 =p? 
D= 


х0 =p” =p? 


-4 £ 45: _ 4% 
-4 -I| 84-4) 51-4 





20)- и Зүс “саяын 4 cosh 21 = 2e” +28"? 


z(t) =2e* +20” 


E 0 
dt 4 
а а 
2 26 
4 а 
Solución 
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u- цё 


4 цё + ца} +L{x}+ L{z}=0 


F= Цу} = 


ц®) -2142+ цэ») +L{y}+ L{z}=0 


sx(s) – х(0) + 2ху(5)— 2у(0) + x(s)+ y(s)+ z(s)=0 
sx(s) — x(0)+ sy(x) — y(0) + x(5)+ 2(5) =0 
52(5)-2(0)-25у(5)-2у(0)-у(5)-0 


(s + 1D)x(s) + sy(s)+ z(s) = 2 , por la regla de Cramer 


| 
| 
| (з + 1)х(5) + (25 +1)y(s)+ 2(5) = 
| 


(25 + 1)у(5) + 52(5) = 4 








‚ Operando tenemos 

















cc 1 
2 $ | 
х) - -4 -(2841) | 23(841)7-2(25-1454-2)-2 _ 5+3 
5+1_ 25-1 1 —5(5 +1)” 5(5 +1) 
5-1 5 1 
0 -(25+1) | 
A E-Z => x(t)=3-2e* 
541 3 1 
ХЭЛЭЭ 2 1 
БОР -4 8 20569312 1 
ӨКІ 02541 1 - ден)! 541 
s+l 5 1 
0 -(25-1) | 





=f 


уй) A ше! > у()=е 





541  2s+1 3 
s+1 5 | 

‚= A р) р з 
8-і 2541 1 =s(s+1)? 541 s 
5-1 5 1 
0 -—(25+1) s 








яв аре 5 z(t) =е' -3 
541 8 


РАР 1-2 


dt а 

4 »  x(0)=y(0)=x"(0)=0 
тх, Фр 

а? а 


Solución 


pa- ц% 13 214х}+214у} = 01-21} 


нат 
р 
| 
| 


‚ Operando tenemos 


A + Lt) = 0 





sx(s)—x(0)- sy(s)+ y(0)= 2х0)-290)-1-42 


4 2 (5) = sx(0) ~ х(0) – 25у(5) – 5у(0) + х(5) = 0 


2 
9 IS У. 52 , porla regla de Cramer 
(52 +1)x(s)+2sy(s) =0 
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5 2-5 
Т ма. e сс ПЫР 223-220, 
-2 -(3-2)  (s-2X5+1)? T sS PD 5 841 (541) 
821 25 
q to, 4 ---а)-«2-2е де" 
s 5-1 (5+1) 
kaz 
s-2 гры: 
2 
tip al MR 5 2 А 2 
Зүй, х 21248657 ¡Els 
5° +1 25 
жоу A 2 
t - Т SS E, Жь ды 8 y Ж-Е . 2% -4 
yu) E A эх үрд entonces: y(1) =2-1-2e * —2te 
Жэ 996 
995) j ‚ x(0)=y(0)=1, х(0)-2, y'(0)=0 | 
42252 % 
| de? 
Solución 
E r 
pe LON Ed ИКУ? 
Bo or YO 0-0) =(5) 


sm 


5 ? уз) —х(5) =} 
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, рог la regla de Cramer 










































































87 25+1 
(5) 1 (5+1) Әлгі 1 1 
$ == ОГЛЫ оро 2 к 
ха 55-48 (5-6) ГТ 5741 
1 E 
А | А 
у) = 1 > у(г) = е! —sen! 
2 
а“х ӛзі; 1 
а? : - 5 3 
‚о x(0)=2,y(0)=0, х(0)--43, у(0)--2- 
d?y 





Solución 


s?x(s) -= sx' (0) -x(0) = x(s)-4y(5) 
s? у(з)— зу'(0)— у(0) = —х()+ y(s) 


а?х 
Мс! =L{x}-4L{y} 





а?у 
ЦЕ =-Цх\+ Цу! 
а 











[6 -1)x(s)+4y(s) = 2--/35 
43 


! ң , por la regla de Cramer 
х(5)+(5° —1)у(з5)=—-—_—5 
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997) 


504 











Уу 





=} = cosi +e 


ҮТ SENS 











9721 254538 
43 
1 ---%9 
в) => tad мл 
ы ы. 2(s? +1) 2(5+-/3) 
1 $e. 
; | І 1 
У) = Г 25 =— cos! — у» 
208241) 25843) 2 в 
2 
E li 
ад й Х(0)-1 , y(0)=0, х(0)-2 
а?у ах > % у ) » х'( )= , 
——= + — = 
а? dt 


Solución 





4? d 

там ц) = Де} Lx) 

‚ Operando tenemos 
а?у dx 

UH UA =L 
Pas 1 арал 


5? х(з)—5х'(0)— х(0)+ y(s) = Үл -х(5) 


5?y(s) —sy'(0)- у(0)+ х(5) -- 


y'(0)=-1 


(37 +1)х(5)+ y(s) = E, сый 
77, por la regla de Cramer 








x(s)+s? y(s) = "м 
$ 




















a Ез 1 
5-1 
1 2 
Ч” di 25 нз -ias 
Аа РЕ ЕЕЕ 
Ег s*+5?-1 
1 82 
1 1 1 їр! 1 1 
x(s) = —=-=—+— = х()-: 1 — 
ө) s? 3654 5—1 ш `;2 3654 1 
К. 
х() =1-—+e' 
(г) Ё 
52017 25е 
кз 
1 2 
1 -5%- =s(s+1)+2 МА 
ХӨХ ЭГ эь гаг гэж ас 2 4-12 1 
241 1 Саа) ESAS? 
1 52 
ӨЗІНЕ» 1 ж; entonces: eE 
ы 24251 5-1 | 4 
1 
Aya 
Via ‚ x(0)=y(0)=0, х(0)-у(0)-0 
5-У-ах-зу--3 
dt 





Solución 
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506 





= + L(x} Цу} = Щ5) 
| ву. 


5 2х() —5х'(0)—х(0)+х(5)+ y(s) = de 
5 


, Operando tenemos 








s? y(s)—sy'(0)- y(0)-4x(s)-3y(s) = - 





(s? хв) y(s) => 
ы , рог la regla de Cramer 
-4х(5)-(82-3)у(5)--2 
5 


32 3 
5 
52 yn 
жом 5 2 55 
Ғы 1 (622113 
-4 ¿933 











х(ї) = Г!{ 25 гарсныг шид даган 
(57-1) 2 


x(t) =12coshr-12-Ž senh 





8141 > 
3, 
т Хи 
2 5 
рее БЕЗ Аг 
+1 1 (87-41) 
-4 s?- 





999) 


y(1)=L as Trsenh г –17(соѕћ г —1) 


y(t) = 71.senh г —17(cosh г – 1) 


анына 4-1 
‚„ + ХО-у0)-0 
= ті 


Solución 


| цё +4L{y}+2L{x} = 144 +1} | 5Х(5)—х(0)+4у(у)+ 2х(5) = Е ын 
5 








> 
f 3 
іш %Цх)-Цу)- Ек 5у(з)— у(0)+ х(х)— у(5)--ұ 
а 2? 
[caxo нао = 2, ы га 
5 ” , por la regla de Cramer 


дө) +(к-1у) == 








4 1 
=+- 4 
5? 5 
% 5-1 
- ҒЫ 322! 45-12 
PA Яр зон Ет 
5%2 4 57 (57 5-6) 
1 5- 
2 
5(52 5-6 2(82-5-6 
A кеш 
s (só +s-6) 5 (s? +s—6) 
OEE = ха)-171--4-24 => х() =1+1? 
ses SAS 
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1 х() =1+1 
Уб) = LE 25 ж por lo tanto: 1 
ыс >--> 
Ғы 
10) 14 ‚ х0)-2, y(0)=3 
А, х—2у.=—5е'вєп! 
dt 


Solución 


шау +L(y)-2L(x) =0 
| Ж , Operando tenemos 
| ц (кр 24у} = –514е' sent) 


5х(5) — х(0) + у(ғ) –2х(5) = 0 


[Р®-э®)+щә- 2у(5У= = 


(5 — 1 +1 ж 6, 


((5 — 2)х(5) + y(s) = 


x(s) +(s-2)y(s) = 





(352 —6s+1) , por la regla de Cramer 
(быы 
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| 2 
35? —65+1 





|52--2542 251-1152 18%-9 
йт AAA у= == 
5-21 (s? -25+2)(5* —4s +3) 
1 5- 
de) 25-3 Te 5 І 
57 A (en? 41 (5- 1)? +1 
о і 2(5-1) 7 1 


СЕ с | 
ЕТ)” кі Чу 


x(t) =2e' cost-e' sent =>  x(t)=e'(2cost-senf) 


22 382-1452 +175-6 
(55—45 +3)(5^ -25+2) 





3-2" AMA 
У(5) == tonces: 
52 —25+2-=(5—1)* +1 


у(г)= E P aa aas ММ” ЖЕ 
(s-0%+1 (5-1)41 
y(t) =3e' cost +e' sent =>  y(t)=e'(3cost+sent) 


por lo tanto: |х@) еге” (2 соѕ/ – ѕеп г) 
| |у(т) = е'(3совт+вепг 
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APENDICE 
DERIVADAS ELEMENTALES 
р у=) = у) =0 


2) а ета 
ах 
dy 
3) ул (9 (хро E Pala) 
dx 
n dy n=} 
3) у= /[(х)=х >—=f'(x)=nx 
dx 


dy 
5) _ у=/(х).р(х) A 


е/а) (Фу віх) х) ГО) 85) 


6) 5 
g(x) dx g(x) 


эд 
7) у=(/(х” пр ОР 
ах 


DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS Y SUS 
INVERSAS 


dy 
1) у = зеп(/(х)) >—=cos f(x). f'(x) 
dx 
dy 
2) y = cos( f (x)) PTa nA 
х 
dy 2 
3) у= 18(/(х)) a VE) 


de 
4) y = сш(/0)) = = -cosect (S (f(x) 


d 
5) _ p=se(f(x))> = = зес(/(х)).1ё(/`(х))./`(х) 
94 
Ө y= cose f) = E = -совес{/(х)у съш /(х)).Г'(х) 
510 





dy Го) 


7 у-акс.веп f (x) = = 
; ж Ji- f’) 


8) G "28... 2 
у = агс.соз( Ж — = = 
| ax у?) 
9) y =arc.tgl j (х dx A 
te(f(x)) ЛЫ 
= 3 Х)|/ 559725 Т ж-е 
0) Pe) + 
11) nat 4452 
y = arc. sec х Р к гагара, 
ж rl) 
dy N) 


12) y = arc.cosecl f (x)) > — = 


а |у(хүу'(х)-1 
DERIVADA DE LAS FUNCIONES EXPONENCIALES Y 
LOGARITMICAS 





e.) LE аждд 
= > EPA Хх), з 
1) y = 108,(/(х) d 
2 лоу _ 
=ln( f(x эы == 
) ? dx f(x) 
ғә. ғаз ' 

3) Уса E) Іп а. { (х) 

ах 

а 
4) y MA 

dx 


NES 2. BOALO ELS OLA Me (x) 


DERIVADAS DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS Y SUS 
INVERSAS 


d 
1) | у=зепщ/(х)) == = cosh( f (х). (5) 


ау 
22 y=cosh(f(x)=> 2 = senh( (х). /'(х) 
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ucionario.net 


б) 


7) 


8) 


9) 


10) 


11) 


12) 


, dy 
тш A = зесй (а). / (о) 
ау 2 
y =ctgh(f (x)) = же --совесһ (f(x)). f'(x) 
y =sech(f(x)) > к -sec h( f (x)).tgh(f (x)). f(x) 


шесі ч dy 
y =coseh(f(x) > ұт =-cosech( f(x)).cteh(f (x)). f'(x) 


y = arc.senh(f (x)) => Y = e жй 
de ls 
dy Ef (x) 


y = arc.cosh( f(x) > — = 


ж Afè] 


dy f'(x) 
y =arc.tgh(f (x)) => — = ——— 4 
Б: гин 
E dy f'(x) 
y = arc.ctgh(f(x) > з= ——— 
dx A (169) > 1 
y =arc.sech( f(x) => A A 
й Уо) 72 00) 
У =arc.cosech( f (x)) шүлс k -/ (3) 


8 


лоот 1?) 


TABLA DE INTEGRALES 


1) 


3) 


5) 


7) 


9) 
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| айс =ax+c 2) fir ode =k f (ode 


fare = го) + Гоо) воа = | fait | gai 


n+l 











x 
ferar- 9 илч 
йы 25 n+-] 6) Ши үе пж-іІ 
du 
= Lnlu +c ! 8) Геш =е“-+с 
а" 
[ачи = — +c, а> 0, а=] 10) | ы Ж. Ё 
FP ЖЕЛ эче + 


www.els 





19) 


27) 


29) 


31) 


33) 












































Ши 1 и-а du | u+a 
A өс 2» [== 
Ju -а 2а и+а а“-и раа 
аи и * du | 3 
| >= агс.зеп(-)%с 14) | 3 = Lnu+val Ба |+с 
үп и Ш u +a 
du ЕЕ 7 
== = пше парт 
| 3 
4 2 Д и \/ А 2 б? и ' 
а“-іГан- а = ---ағс.веп-- + с К 
2 2 а 
2 ` " 0 2 а 9) 
[vu -а du==Nu niay — Lnjut du — a {+4 
ә П Ж 7 
[V +a +49 уа Vu «аг ЗГ-т Lu +ми а ЕС 














[п phi = =COSU + с 20) [eosudu шеп ЕС 
[в ийи = = Ілісов x| ыш 22) fe tg udu = беп u| 8С 
[sec udu = Ілізес u+teu+c 24) [со есийи = Імсоѕ еси = сіц +e 
(ке наи би с 26) [ое 2 ийи = —etgu +e 
[sec u tgu du =5ѕеси+с 28) [со ecu. c tg udu = — Соз ect + с 
| сай ийи = соз 1+ с 30) [созһ udu = ѕепћи+ с 
fren hudu = Lnicos hal +< 32) (вер ийи = вес hal +c 
[sec h ийи =tehu+c 34) [со ech udu = =ctehu+c 
[ес hu.tgh udu = — sec hu + с 36) [оз ech u.ctgh иди = —cosech и+с 
Ген ӨМ а (аѕеп(ри) ш со8(54)) , : 
[ач К куу ía cos pe b зе 
г a +b 


